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RESUMO

SETTE, R. S. Interpolacao de Espacos Métricos. 2022. 89 f. Tese (Doutorado
- Programa de Programa de P6s Graduacdo em Matemdtica em Andlise) - Centro de
Ciéncias Exatas, Universidade Estadual de Maringd, Maringa - PR, 2022.

Nesse trabalho foi desenvolvido um método de interpolacdo em espagos métricos. Esses
espacos de interpolacdo possuem a propriedade de que preservam a condicao de Lipschitz
para operadores sob certas circunstancias. Ainda foi mostrado que esse método, valido
em espagos métricos, ainda € vdlido nos espagos normados sem usar nenhuma estrutura
algébrica do espaco. Mais ainda, esse método de interpolacdo para espacos métricos
quando aplicado em espagos normados coincide com o método K de interpolacdo ja
conhecido na literatura.

Palavras-chave: 1. Espacos Métricos. 2. Espacos de Interpolagdo. 3. Operadores
Lipschitz.
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ABSTRACT

SETTE, R. S. Interpolation of Metric Spaces. 2022. 89 f. Thesis (Ph.D. -
Postgraduate program in Analysis) - Exact Sciences Center, State University of Maringd,
Maringé - PR, 2022.

In this work we developed an interpolation method for metric spaces. These interpolation
spaces preserve the Lipschitz condition for operators under certain conditions. We also
have shown that this method, valid in metrics spaces, still holds in normed spaces without
any algebraic structure required. Furthermore, this interpolation method for metric spaces
when applied to normed spaces is equivalent to the fashioned K-method very studied in
the literature.

Key-words: 1. Metric Spaces. 2. Interpolation Spaces. 3. Lipschitz Operators.
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L.ISTA DE SIMBOLOS

ABI

@97q3

completamento relativo do espago métrico (A, d4) no espago métrico
(B ,dp )

>0 dt\
funcional dado por @y ,(f(t)) —</ (t=? |f(t)|)q7) ,onde 0 €
0
(0,1)eqg=>1
1/q
funcional dado por I'y ,((ck)rez) :(2(2’“9 ]ck])q> ,onde 0 €
keZ

(0,1)eq=>1

Espaco das Sequéncias (cx)rez tais que I'g,((cx)) < oo munido da
norma | (cx) [[x,,= Fo.q((ck))

par de espacos normados compativeis
par de espacgos métricos compativeis com relagéo ao espago (X, dx)

espacgo interpolado normado obtido através do método /K com norma
denotada por || - [|g.4.x

espaco interpolado normado obtido através do método J com norma
denotada por || - ||g,4.

espaco interpolado métrico obtido através do método K, com métrica
denotada por Dy ,

espaco interpolado métrico obtido através do método .J,; com métrica
dada por dy ,

constante dada por My, = Py ,(min{l,¢})

1X



V0,9,

(27" adm:

constante dada por

2 9Ne(6-1)p 2(Nt—1)0p) 1/p

1/p
o 0 i _
V0,9t = ( Z(Q mln{lv t/2 })p) - (1 _ 2(9—1)1) + 20p —1

1€Z

onde p € o expoente conjugado de g e /V; € 0 menor niimero inteiro tal
que t < 2N,

sequéncia ligante admissivel de x a y no conjunto X, U X3

funcio distancia definida por dx (z,y) := inf lim dx(zn,,), onde o
n—oo

infimo é tomado sobre todas (x,,) e (y,) sequéncias aproximantes de z
e de y no espago (X, dy)
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INTRODUCAO

A Teoria da Interpola¢do de Espacos Normados foi inspirada em dois teoremas
especificos para espacos de fungdes, que sdo o Teorema de Riesz-Thorin e o Teorema de

Marcinkiewicz.

O problema que permeia a esséncia da teoria de interpolacdo de espacos normados
¢ estabelecer condicdes e garantias para que:
Dados os espagos normados (Xo, || - || x,), (X1, [| - lx,), (Yo, || - lIvo) € (Y1, [[ - [I2), com
XoN X, #0eYyNYy # 0, existam duas familias de subespacos

{(Xas [ - [la) Yaer

{(Ya, I la) }aer,

onde L é um conjunto de indices, tais que

e XoNXiCX,CXog+XieYoNY, CY, CYy+ Y, cominclusoes continuas
para todo o € L;

* SeT : Xo+ Xy — Yy + Y1 éum operador linear e continuo e T|x, : Xo — Yo
e T|x, : X1 — Y1 sdo lineares e continuos, entdo T|x, : X, — Y, € linear e
continuo para todo o« € L com relagdo as normas desses espagos.

Vamos enunciar os teoremas de Riesz-Thorin e Marcinkiewicz como feito em [2]
para que o leitor possa compreender suas similaridades e peculiaridades.

Teorema de Riesz-Thorin: (Ver [18] e [2]) Sejam (X, ) e (Y,v) sdo espagos
de medida, py,p1 € [1,00], com py # pi1, € go,q1 € [l,00], com gy # ¢. Se
T : Ly (X,p) + Ly (X, ) = Ly (Y,v) + Ly, (Y,v) € linear e continuo e 7}, =
Tlr,, : Ly (X, ) — Lg, (Y, v) € linear e continuo com norma My, para k = 0, 1, entdo
Tho=T|1, : Lp(X, ) = Ly(Y, v) € continuo e tem norma M satisfazendo

M < M= MY,
onde § € (0,1) e

I 1-6 0

p Do b1
e

1 1-0 0

q do 0

1
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Agora, definamos elementos bésicos para o teorema de Marcinkiewicz:

Sejam (X, pu) e (Y,v) sdo espacos de medida, p € [l,00], ¢ € [l,00) e
T : Ly(X,pn) = Y um operador. Dizemos que 7" € do tipo fraco (p, ¢) se existir uma
constante C' > 0 de tal modo que

Wty evs ()l > A <|

qualquer que seja A > 0. Se T : L,(X, ) — Ly(Y,v) é continuo, dizemos que 7" é do
tipo forte (p, q).

Teorema de Marcinkiewicz: (Ver [19] e [2]) Sejam py # p1, @0 # 1 e T
Ly (X, p) + Ly (X, 1) — Lg(Y,v) + Ly, (Y, v), um operador sublinear do tipo fraco
(prsqr), comk =0,1.Sed € (0,1),

1 1-0 0
]_97 Po p_l’
I 1-60 0
5_ do Z

e p < g, entdo
T: L,(X,pn) — Ly(Y,v)

é continuo do tipo forte (p, q).

Hd muitas diferencas entre os dois teoremas acima. O teorema de Riesz-Thorin é
aplicado em espacos vetoriais de fungcoes sobre o corpo dos complexos. Para o caso de
escalares reais sdo necessdrias algumas adaptagées. Jd o teorema de Marcinkiewicz ndo
faz distin¢do entre o corpo de escalares. Outra diferenga entre eles é que o teorema de
Riesz-Thorin age sobre operadores lineares, enquanto que o teorema de Marcinkiewicz
age sobre operadores sublineares que é uma classe mais abrangente de operadores. O
teorema de Marcinkiewicz exige apenas continuidade de operadores do tipo fracos, porém
exige que os numeros p e q satisfacam p < q que é muito mais restritiva que no teorema
de Riesz-Thorin.

Como aplicag¢do imediata dos dois teoremas anteriores, seja J a transformada de
Fourier,com R" = X =Y e medida dada por u = v = dzx (medida de Lebesgue usual),
definida por

FNW) = Fily) =) = | f@)e " da, ()

onde (-, -) é o produto interno euclidiano de R".
Assim, temos

|F(y)] :‘ (x)e_“‘”’wd:c §/ |f(z)|dx 2)
R n

| Fwkay = e [ 5@, G

pela Formula de Parseval.
A desigualdade (2) nos diz que o operador F é continuo de L; para L., com norma igual



SUMARIO 3

a 1 e aigualdade (3) diz que F € continuo de L, para L, com norma (27?)%.
Usando o teorema de Riesz-Thorin, concluimos que F € continuo de L, em L,, com
1 1—-6 0 1 1-6 6
—=—+ a) - = a
P 1 2 q 00 2
onde 6 € (0, 1).
Eliminando #, vemos que 1 = — 4+ —, ou seja, ¢ é o expoente conjugado de p, com

1 < p < 2(porque # € (0,1)). Ainda pelas estimativas para a norma do operador, temos
| Fll< @m¥ = (2m)?.
Essa desigualdade é conhecida como Desigualdade de Young-Hausdorff.
Se 1 < p < 2, usando o teorema de Marcinkiewicz obtemos a desigualdade

| F) Ny <C | f Iz,

p(w) —

onde Ly, sdo os espagos L, com fungdo peso w(y) =| y || "7

Outros exemplos de desigualdades e estimativas obtidas através da teoria da
interpolagdo sdo vistos em [13].

No inicio dos anos sessenta do século XX, Lions, Peetre, Calderén, Gagliardo,
Krein e outros autores estavam investigando a validade desses teoremas para pares de
espacos de Banach mais gerais que os espagos de funcdes. Dois métodos principais de
interpolagdo foram desenvolvidos, 0 método complexo devido a Calderén [4], e 0 método
real devido aos trabalhos de Lions e de Peetre, como por exemplo [12].

Em meados dos anos sessenta e inicio dos setenta, apareceram trabalhos
generalizando o método real em diversas dire¢des.

O método real de interpolacdo para espacos normados € caracterizado por dois
métodos de interpolacido, o método J e o método K, obtidos através dos funcionais J e
K, e devidos a Peetre [14]. Na mesma época, outros foram criados, como por exemplo
o métodos das médias, o método do trago e a interpolacdo complexa devida a Calderoén,
como ja mencionado.

Os métodos K e J sdo equivalentes no caso de espagos de normados, no sentido
de que geram a mesma familia de espagos interpolados e esses espacos mantém entre si
normas equivalentes. Ainda nessa dire¢do, os métodos do traco e da média também sao
equivalentes ao método K e, consequentemente, equivalentes entre si.

Uma construcdo bastante geral foi obtida por Aronszajn e Gagliardo em [1], onde
introduziram uma constru¢ao abstrata de espacos de interpolagcdo englobando os métodos
real e complexo.

Em uma outra direcdo, Peetre e Sparr em [16] desenvolveram uma teoria de
interpolagdo para grupos abelianos normados. Espagos quase-Banach também sao
frequentemente considerados nos métodos de interpolacdo. Peetre em [14] desenvolveu o
método real para espacos normados.

Por outro lado, uma teoria de espacos de interpolacdo para espacos métricos nunca
foi devidamente desenvolvida. Em [15], Peetre faz alguns comentdrios, mas com poucos
detalhes.
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Uma tentativa mais séria foi feita por Jan Gustavsson em [10], em um material nao
publicado na forma de artigo. Esse texto possui excelentes idéias, mas também pontos
pouco claros. Porém, é o unico material que encontramos sobre o assunto, € € nossa
principal referéncia.

No nosso trabalho conseguimos criar novos métodos de interpolacdo nos espagos
normados, como também através deles conseguimos estender a esséncia da interpolacao
a uma classe maior de objetos: os espacos métricos. O método desenvolvido neste texto
fornece uma maneira de interpolar operadores Lipschitz entre espacos métricos que € um
caso mais geral que um operador linear entre espacos normados. Para construir espacos
de interpolac@o usamos a técnica de completar espacos métricos relativamente a outros,
usando as ideias de Frink [5] para criar métricas através de funcdes distancia.

Os principais resultados desse texto sdo a Proposi¢do 3.2.1 de compacidade de
operadores Lipschitz que consta no capitulo trés e todos os resultados do capitulo quatro,
que constituem uma andlise comparativa entre a interpolacido usual real para espacos
normados e a interpolagc@o para espagos métricos desenvolvida aqui. Nesse contexto de
comparacao fica evidente que o método de interpolacdo de espagcos métricos estende o
método real de interpolagcao de espacos normados. Além disso, mostramos que € possivel
aumentar, no sentido da inclusao, o espago interpolado normado real, contanto que exista
um espago normado maior que o espaco soma de modo que os espagos componentes
estejam continuamente inclusos neste espaco.

Este trabalho segue basicamente as linhas sugestivas do trabalho de [10]. Esse
método de interpolacdo tem a vantagem de depender apenas da estrutura métrica do
espaco ambiente e ndo requer nenhuma estrutura algébrica.

O primeiro capitulo € uma coletanea de resultados bdsicos da teoria da
interpolagdo em espagos normados e visa familiarizar o leitor com a linguagem desse
assunto. Nos atemos apenas aos métodos J e K reais. Para o leitor interessado em
conhecer de forma mais aprofundada a teoria de interpolacdo, uma excelente referéncia
€ o livro Interpolation Spaces: An Introduction dos autores Bergh e Lofstrom [2]. Em
particular, para a teoria de interpolacdo em espacos normados a principal referéncia é
[15].

No segundo capitulo introduzimos a interpolacdo em espacos métricos, que é
o assunto principal deste trabalho, definindo e explorando propriedades bésicas dessa
técnica. Ao longo desse capitulo e do seguinte, buscamos demonstrar as propriedades
comuns a interpolacdo de espacos normados, ou seja, as propriedades que puderam ser
generalizadas para os espagos métricos.

O terceiro capitulo € dedicado a estudar os problemas que surgem na teoria de
interpolagdo em espagos normados, especialmente a interpolacdo de operadores lineares
compactos. Mostramos que € possivel generalizar resultados importantes de compacidade
de operadores lineares entre espagos normados aos operadores Lipschitz compactos entre
espacos métricos. Alguns desses resultados sdo demonstrados para os K, € Jy, espacos.

O quarto capitulo faz a conexdo efetiva de generaliza¢do dessa nova abordagem da
interpolagdo. Nele, mostramos que o K -funcional do caso métrico gera, fixados 6 € (0, 1)
e q € [1,00), um espago de interpolagéo quando a métrica é dada pela norma, que contém
continuamente o espago de interpolacdo usual fornecido pelos funcionais K e J do caso
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normado. Portanto, a interpolacdo métrica além de generalizar a interpolagdo em espagos
normados, também cria um método novo de interpolacio para espagos normados que nao
depende de nenhuma estrutura algébrica.

O quinto capitulo tem o intuito de mostrar que a interpolacdo métrica além de
generalizar a interpolacdo em espacos normados, ainda serve para casos de interpolacao
de espacos normados que ndo podem ser abordados pela teoria usual, j4 que o corpo
de escalares ndo € R nem C. Mostramos ainda uma aplicacdo rapida desse tipo de
interpolagdo na teoria da informacdo, fornecendo estimativas para objetos, em especifico,
para a e-Capacidade.



CAPITULO

INTERPOLACAO REAL DE ESPACOS
NORMADOS

Neste capitulo introduzimos notagdes e fatos basicos da teoria de interpolacao
para espacos normados e espacos de Banach.

Atualmente existe um tratamento mais formal e generalista para a teoria de
interpolacdo usando a linguagem de categorias e funtores. Uma boa referéncia para isso
estd no livro dos autores Brudnyi e Krugljak [3].

Nosso foco neste trabalho € interpolar com uma linguagem mais familiar com a
andlise funcional.

1.1 Preliminares

Lema 1.1.1. Um espaco normado A é um espago de Banach se, e somente se, toda série
absolutamente convergente é ainda convergente.

Demonstracdo:
Seja (z,,) uma sequéncia em A tal que

oo
> @ |I< oo
n=1

k
Fixado k € N, seja Sj, = an

n=1
o0
Como Z | =, ||< oo, segue, usando a desigualdade triangular, que (Sy) é uma
n=1

sequéncia de Cauchy. Como A é Banach, existe S € A tal que klim S =2S9.
— 00

Mas S = ]}erolosk = len
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Reciprocamente, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em A. Escolhamos agora
uma subsequéncia (x,,) tal que

I Tp,py — Tn, |< 277,

Assim,
oo o0
S @y =, IS 27 =1< 00
j=1 j=1

Com isso, por hipétese, existe y € A tal que

o0
E :$"j+l —In; =Y
Jj=1

Como a série € telescOpica, segue ]lglolo Tp; = Tn, +y € A. Como (z,,) é uma

sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente, segue que (x,,) também

converge para y + Z,,. Logo, A é um espaco de Banach.
|

Definicao 1.1.1. Sejam Aj e A; espagos vetoriais normados. Diremos que Ay e A; sdo
pares de espacos normados compativeis se existir um espago vetorial topolégico U com
uma topologia Hausdorff, de modo que Ay e A; sejam subespacos vetoriais de U, com
cada inclusao sendo continua.

Observagdo 1.1.1.

* Se Ay e A; sdo compativeis, entdo podemos definir Ay + A; e Ag N A; de modo
usual;

* A condic¢do de que U seja um espago topolégico de Hausdorff € usada para garantir
unicidade de limites e a positividade de normas como visto no lema seguinte.

Lema 1.1.2. Se Ay e A, sdao espacos normados compativeis, entdo

a) Ay N Ay é um espaco normado com norma dada por
H a ||A00A1:: maX(H a HAm H a ||A1);
b) Ay + Ay é um espaco normado com norma dada por

| allagra,:= inf {|[aolla, + || a1 [la;; a0 € Ao, a1 € Ar};
ap+ai=a

c) Se Ag e Ay sdo completos, entdo Ay N Ay é completo;
d) Se Ag e Ay sdo completos, entdo Ay + Ay é completo.

Demonstracdo:
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a)

b)

| - [|4gna, € uma norma em Ay N A;.
S6 mostraremos a desigualdade triangular.
Sejam a, b € Ay N A;. Entao,

H a+b HAoﬂAl - maX(” a+b ”Aw || a+b ||A1) <
<max(|| allay + [| 0 llae: | @ L, + 1[0 ][4,) <
< max(|[ a ||y, || @ lla,) +max(|| b [|a,, | 0 ]]4,) =

:H a ”AoﬁAl + || b HAoﬂAl .

| - |49+, € uma norma em Ay + A;.

S6 mostraremos positividade e a desigualdade triangular.
Para a positividade, sejaa € Ay + A; tal que || @ || 4,+4,= 0.
Para cada n € N existem ag,, € Ag € a;, € A; tais que

a=ap,+a, VneN

H ao,n HAO + H a1,p HA1< 1/71, Vn € N.

Logo,

lim a;, =0, i=0,1.
n—oo

Da inclusao continua em U, que é Hausdorff, segue que

a= lim ap, +a1, =04+0=0.

n—oo

Para a desigualdade triangular, sejam a, b € Ag + A;. Entdo,
Fa+0bllagra,=nf{lzlla +vlla; 2+y=a+b €Ay ye A}

Como a, b € Ay + Ay, existem ag, by € Ag e ay, by € Ay, taisque a + b =
(CLO + bo) + (Cll + 171)
Desse modo,

| a+blagra, =inf{|| 2 |4, + |y [la; z+y=a+b x€ Ay yec A} <
<[ ao+bo [|a, + || a1 + b1 [|4, <
< (Il ao |4y + [l @1 |la,) + (|| bo llag + || b1 [|4,)-

Tomando os infimos convenientes, temos a desigualdade desejada.

Ag e Ay completos = Ay N Ay completo.

Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em Ay N A;.

E facil ver que pela defini¢io da norma em Ay N A;, a sequéncia (z,,) é de Cauchy
em Aj e também em A;. Como ambos sdo completos, existem xo € Age x; € Ay
tais que (x,,) converge a xo em Ay e (x,,) converge a x1 em Aj.

Como os espagos sdo compativeis, a topologia de U € Hausdorff, e portanto, o limite
¢ tnico, garantindo assim que xo = z; e que (x,) tende a xy = x; em Ay N A;.
Portanto, Ay N A; é completo.
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d) Ag e Ay completos = Ay + Ay completo.
Seja (a,) uma sequéncia em A, + A; tal que

S
Z H an HA0+A1< oQ.
n=1

Para cada n natural, existem x,, € Ag ey, € A; tais que a,, = x,, + y, €

I an llaorar <l zn lag + | yn [l <Il @n [[454, +27"

oo
Assim, por hipétese, como g | an || ag+a, < 00, temos

n=1

) ) %)
D ol llag + D m 4 < D Nl an [lagea, +1 < 0.
n=1 n=1 n=1

Como A e A; sdo espacos de Banach, pelo Lema 1.1.1, existem x € Agey € A

tais que
n n
lim x—Zxk zlimHy—Zyk = 0.
n—oo n—o0
k=1 A k=1 A
Fixado n natural, temos
n n n
[CRRIE DE N D wEY [ R ot
k=1 Aot+A1 k=1 Ao k=1 A

Tomando o limite com n — 0o, temos

Zak:x—i—yer—i—Al.

k=1

1.2 Espacos de Interpolacao

A partir daqui, dado um par (Ay, A;) = A de espagos normados compativeis,

iremos denotar B
A(A) = AO N Al

Y(A) = Ao+ Ay,
com as normas definidas anteriormente.
Agora, definiremos os elementos bdsicos para o ambiente da interpolacdo em
espagos normados.
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Definicao 1.2.1. Seja A = (Ay, A;) um par de espacos normados compativeis. Um
espaco A € chamado de espaco intermediario para Ay e A; se

A(A) C AC X(A)

e as inclusoes sdo continuas.

1 1-6 0
Exemplo 1.2.1. Sejam 1 < p,q<occef € [0,1]. Se — = —— + — e pela desigualdade
r p
de Lyapunov,
L,NL;, C L, CL,+ Lg,

com inclusdes continuas.

Definicao 1.2.2. Dizemos que um espaco intermedidrio A com relag@o ao par compativel
A = (A, Ay) é um espaco de interpolacio se para todo operador linear continuo

TIAo—{—Al—)AQ—{—Al,

tal que as restri¢oes
Tk:T‘Ak:Ak_)Aka k:O,l

também sdo lineares e continuas, entdo tem-se 74 = T'|4 : A — A é linear e continua.

Podemos estender a ideia de espaco de interpolacdo no seguinte sentido

Definicio 1.2.3. Sejam A um espaco intermedidrio em relagdo ao par (Ag, A1) e B um
espaco intermedidrio em relagdo ao par (B, By). Dizemos que A e B sio espacos de
interpolaciio com respeito aos pares (Ay, A;) e (By, B;), respectivamente, se para todo
operador 7' tal que

TIA0+A1—>Bo+B1

:T|Ak5Ak_>Bk7 /{320,1
sdo lineares e continuos, entdo Ty = T'|4 : A — B é linear e continuo.

Observagdo 1.2.1. Claramente A(A) e A(B) sio espacos de interpolacdo com respeito a
Ae B. O mesmo vale para A = ¥(A) e B = %(B).
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Definicao 1.2.4. Sejam A e B dois espacos de interpolacdo com relagdo aos pares
compativeis (Ao, A1) e (By, B1), respectivamente. Se, para todo operador linear T :
Ap + Ay — By + By continuo, com restri¢cdes T, = T'|a, : Ay — By, para k € {0,1},
também continuas, entdo

T [ap< kmax{[| T | ag.zo: | T [l 418}

dizemos que A e B sao espacos de interpolacio uniformes. No caso em que k = 1,
dizemos que a interpolagdo € exata.

Os espacos de interpolagdo A e B sio de expoente 0 (0 < 6 < 1) se para 7' nas mesmas
condi¢des acima, tem-se

IT o< k1T 15, - 1T 1, 5, -

1.3 Os Funcionais K e J

Definimos nesta se¢do os funcionais introduzidos por Peetre em seus trabalhos
sobre interpolacdo.
Fixado ¢ > 0, se (Ao, A1) é um par de espagos normados, definimos os funcionais

K(t,a) = inf H ap HAO +t H aq HAN Ya € AO + Al,

ap+ai=a

J(t,a) :=max{|| a ||a,,t || alla,}, Va€ AgNA;.

E imediato que esses funcionais sdo normas nesses espacos € a demonstracao é
andloga a demonstracdo ja feita para quando ¢ = 1.
Além disso, esses funcionais satisfazem

o K(t,a) <max{l,t/s} K(s,a) paratodost,s € (0,00) etodo a € Ay + Ay;

* J(t,a) < max{l,t/s}J(s,a) paratodost,s € (0,00) e todoa € Ay N Ay;

o K(t,a) <min{l,t/s} J(s,a), paratodost,s € (0,00) e todoa € Ay N A;.
Agora, vamos definir novos espagos através de um operador e esses espacos serao

espacos de interpolacgdo.

Definicdo 1.3.1. Para0 < 0 < 1 e ¢ € [1, o¢], definimos, para uma fungdo mensuravel ¢,
o funcional

| [ ] | ea<o
Py q(0) =

sup {t~°[(0)]}, se g = 00,
\ t>0
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Lema 1.3.1. Se f : (0,00) — [0, 00) € uma fun¢do mensurdvel e s > 0, entdo

Coq(f(t/s) = 57" Roq(f(1)).

Demonstragdo:
Com efeito, seja t = s u. Entdo, temos dt = s du e vale

a1 =| [ s/ - [t s ]’

SUu

570 [ | [u9f<u>]qd—ﬂ (D),

De modo anélogo, para o caso discreto, temos a defini¢do seguinte.

Defini¢do 1.3.2. Para0 < 6 < leq € [1, o0], definimos, para uma sequéncia ¢ = (¢ )xez,

o funcional .
[ > [2-k0|ckuq] ', seg<oo

k=—00

sup [27% ey ], se g =o00.
\ keZ

O conjunto das sequéncias ¢ = (¢ ) ez tais que I'g ;(¢) < 0o é um espago vetorial
normado que denotaremos por g 4, com norma || (cx) |[x,,= Lo,q((ck))-

1.3.1 O K-Espaco

A primeira familia de espagos de interpolacdo é dada por

Definicsio 1.3.3 (O K-espago). Sejam 6 € (0,1) e ¢ € [1, 00]. Definimos o K-espaco,
K

denotado por ZQ’ e

como sendo o conjunto

Ay, = {a € Ay + Ay; O y(K(-,a)) < oo}

K

Proposi¢ao 1.3.1. Se 6 € (0,1) e q € [1, oc], entdo o conjunto Ay,

€ um subespaco vetorial de Ay + Ay, munido com a norma

definido como acima

| a ||9,q,K:: (DG»Q(K('? a)) .



1.3 - Os Funcionais K e J 13

Demonstracdo:
2 . . —K —K ~
E imediato que 0 € A, . Mostremos que se a,b € Ay e A € R,entdoa+b, A a €

a+bllogrx = Pog(K(;a+b)) < @pg(K(a)) + Pog(K(- 1)) (1.1)

= [lallogr + 116 logx -

Essa desigualdade ja mostra que a + b € qu e € a desigualdade triangular.
A positividade vem de K (t,a) < max{1,t/s} K(s,a), com ¢ = 1 considerando
que min{1, s} = (max{1,1/s})"", pois decorre disso que

min{1, s} K(1,a) < K(s,a).
Aplicando ®y , na desigualdade acima, na varidvel s
©pq(min{l,-}) K(1,a) <[l a floqx -

Como My, = ®y,(min{l, -}) € R, segue a positividade. Resta agora mostrar
—K
que Aa € Ay .
Com efeito,

[ Aallogrx= Poq(K(, Aa)) = APy (K(a)) = Al [ allogx -

Esses fatos demonstram que qu € um subespaco vetorial de Ay + A; com norma
prépria dada por || - ||6,q.x-
[
Proposi¢io 1.3.2. Se § € (0,1) e ¢ € [1,00], entdo o subespaco ﬁgq é um espago de
interpolagdo para o par (Ao, Ay).

Demonstracdo:
Inicialmente, mostremos que € um espaco intermedidrio, isto €, que

Ag N Ay QﬁquAOJrAl,

com inclusdes continuas:
Como K (t,a) < min{l,t/s} J(s,a), paratodost,s € (0,00) etodoa € AgNAj,
segue que
K(t,a) < min{l1,t} J(1,a),

paratodot > 0Oetodoa € AgN A;.
Assim, aplicando o funcional ®y ,, na varidvel ¢, temos

| a ||¢9,117KS My, J(1,a).

Como My, = ®p ,(min{l,-}) € R, essa desigualdade significa que Ay N A; estd

. . —K
continuamente contida em A, .
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De modo andlogo a demonstracdo da positividade da norma || - ||g . x, temos
My K(1,0) <[} alloqx
. Lo —K . . .
e isso significa que Aaq estd continuamente contido em Ay + A;. Logo,

AoﬂA1§Z£q§Ao+A1

. ~ . —-K . e
com inclusdes continuas. Portanto, A, , € um espago intermedidrio.
Agora, mostremos que esse espaco € de interpolagdo. Para tanto, sejam (By, By)

um par de espacos normados compativeis e 7' um operador linear tal que 7; = T'|4, :
A; — B;écontinuoe || T; || 4, 5,= M;,comi = 0, 1. Vale
K(t,T(a);B) = inf b t]b
(7@ B)=, it b s, +t [ b s
<|| T(ao) I, +¢ | T(ar) 13, < Mo [ ao [la, +t My || ax [[a,
t My
= Mo o llag + 55 D |
Consequentemente,
— t M, _
K(t,T(a); B) < MOK(—O,a; A).
M,y
Aplicando o operador @y , e tendo em vista o Lema 1.3.1, vale
1 T(a) lggrim< My Mi™" | @ llg,g iz -
Portanto, qu ¢ um espaco de interpolacao.
[ |
Note que pelo Lema 1.3.1 temos
—K
K(s,a) < Cpys’ || allogr, Vac Ay, (1.2)

e essa desigualdade € devida a aplicagdo do funcional ®4 , na desigualdade
min{1,¢/s} K(s,a) < K(t,a)

na variavel ¢.
Existe uma versao em varidvel discreta da defini¢do do K -espago, como segue na
proposi¢do seguinte.

Proposicao 1.3.3 (Teorema da Discretizagdo). Se a € Ay + Ay, seja
ap = K(Qk, CL) s
para cada k € Z. Entdo, a € ngq se, e somente se, () rez, € N4 Além disso,

27 (I 2)Y7 || (ar)rez la, <Nl a logw< 2(I02)Y9 || (an)rez |n,, -

A demonstragdo pode ser vista na referéncia [2].
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1.3.2 O J-Espaco

Definimos agora o J-espaco.

Definicdo 1.3.4 (O J-espago). Fixados 6 € (0,1) e ¢ € [1,00], o J-espaco, denotado
por Ziq, € o conjunto formado pelos elementos a € Ay + A; tais que existe uma fungdo
mensurdvel u : (0,00) — Ay N A; de modo que

a:/wu(t)ﬂ, (1.3)
0 t

com convergéncia em Ay + Ay e Oy, (J (-, u(+))) < oo.
Quando existe u nessas condi¢des, dizemos que a igualdade (1.3) € uma
representacdo candnica de a.

E imediato que Z‘;q # (), pois 0 € X‘;q.

Proposicio 1.34. Se § € (0,1) e ¢ € [1,00], entdo ziq ¢ um subespago vetorial
normado, com norma dada por

| a ||9,q,J:: igf(l)@,q(tj(':u(')))a

onde o infimo é tomado sobre todas as funcoes u nas condigoes da representacdo
canonica de a.

Demonstracdo:

Sejam a, b € Ziq e A € R. Sejam ainda u e v fun¢des de representacdo candnica
para a e b, respectivamente, como na defini¢éo do J-espago. Temos que u+v : (0,00) —
Ag N A; € uma fungdo mensurdvel e vale

a+b—/ooo[u(t)+v(t)]% = a+b—(/ooou(t)%—l—/ooov(t)%) »

> dt

<l|la — u(t)—

B /0 <t>t A0+A1+
> dt

+‘ b_/o v(t)7 s

Além disso,
D o(J (- ul-) +0())) < Pog(J(,ul-)) + Pog(J (-, 0()))- (1.4)

—J —J
Isso mostraque a + b € Ay .. A provade que Aa € 4, , € semelhante.

e ) —J
Por tltimo, mostremos que || - |[¢,,,; € uma norma sobre A, :
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E imediato que || a ||g,4.7> 0, para todo a € Ziq. Suponha que || a ||g,4.,= 0, para

—J
algum a € Ay . Temos

K(1,a) = K(L/OOO mn%) < /OOO K(l,u(t))% <

< /0 " min{1, 1/} J(t, u(t) % =

t

= /Oo t min{1,1/t}t% J(t, u(t))

0

{/ooo[tg min{1, 1/?5}](1/%1 v {/Ooo[te J(f,u(t))]q% 1/q _
- Uow“e win{1, 1/}

dt
- <
S =

—
INE

¢
t

1/q
|7 @ttt
onde a passagem em (x) se dé pela Desigualdade de Hélder, com

1 1
qa q

Observe que

00 At
[ / # min{1, 1/ T | = My € R
0

quaisquer que sejam 6 € (0,1) e ¢ € [1, 00]. Assim, podemos escrever

” a HAoJrAlS ngq/ ¢9,Q(J<'>u(')))7

para toda fun¢do © como na defini¢ao de representacao candnica de a. Tomando o infimo
sobre todas as curvas u que satisfazem a condi¢ao de representagdo candnica de a, temos

lallagrar< Mog |l allog.r -

. e p . ~ p —
Disso, segue a positividade de || - [[g,,; € também a inclusdo continua de Ay,
em Ay + A;. A desigualdade triangular decorre do mesmo raciocinio empregado na
desigualdade (1.4). Do mesmo modo, a igualdade

I Aalloqr=[Al 1 alloq.

L ~ —J
segue do mesmo raciocinio empregado na demonstragdo de que Aa € Ay .
|

Proposicio 1.3.5. Se 0 < 0 < 1 e q € [1,0], entdo Z;j’q ¢é um espago de interpolagdo
para o par (Ag, Ay).
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Demonstracdo:
. . ) —J ) L ,
Ja vimos na proposicéo anterior que A, q C Ay + A e ainclusio € continua, dado
que
—J
| allagra, < Moy || allog.s, Va€ Ay,

Agora, se a € Ay N Ay, tomamos u(t) = (In2)~" x(1.2)(t) a, para todo ¢ > 0 e

a= /Ooou(t)%

e tal convergéncia é vdlida sob a norma || - || 4,4 4,. Podemos entdo escrever

temos

1/q

2 dt
(I =| [T a2l Y| < g 0,0
1
Consequentemente,
|l allogs<meqd(l,a), Yae AyNA;.

—J . o

Isso mostra que A, , é um espaco intermedidrio para o par (Ag, A).

Se (By, By) é um par de espagos normados compativeis e 7' € um operador linear
: —J

A,8,= M, parai = 0,1,ea € A@,q’

tal que 7; = T|4, : A;i — B; é continuo com || 7; |

temos . o
T(a):T(/O u(t)%) :/0 T(u(m%

Essa convergéncia se dd em By + Bj. Portanto, 7'(u) € uma func@o que satisfaz a
o~ ~ o . —=J .
condigdo de representagdo candnica para o ponto T'(a). Assim, T'(a) € By, pois

J(T(u(-)) < Mo J(- My/Mo, u(-)).
Aplicando o funcional ® 4, e usando o Lema 1.3.1, temos
oo (J (-, T(u()))) < My~ MY o o(J (- u(-)).
Tomando os infimos convenientes, temos
| T'(a) ||9,q,J;§§ M(}_e Mle | a ||9,q,J;Z .

Isso conclui a nossa prova.
[ |

Existe também uma definicdo do J-espaco em termos de sequéncias. E a forma
discreta como segue na proposi¢do abaixo.
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.~ . . —J
Proposi¢io 1.3.6 (Discretizacdo do J-espago). Temos que a € Ay, se, e somente se,
existir uma sequéncia (uy)gez de pontos em Ag N Ay com

a= Z u, convergéncia em Ay + Aq (1.5)
kEZ

e tal que (J(2F,up))vez € Moy Além disso,

| a llogs e (lnf) I (J(2%,wk)) |5, sdo
up,

equivalentes, onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias que satisfazem a condi¢do
(1.5).

Demonstragdo.
A demonstracgdo estd na referéncia [2].
|

. c A . . . . —K —J
Existe uma equivaléncia entre esses dois métodos, isto é, os espagos A, q € Ay q

A . . ) —K ...
sd0 iguais € tém normas equivalentes. A inclusdo 4, 6 C A, , € ficil de demonstrar. A
inclusdo contrdria € devida ao Lema Fundamental da Interpolacdo, que enunciamos a
seguir.

Lema 1.3.2 (Lema Fundamental da Interpolacdo). Se
min{1,1/t} K(t,a) = 0, quandot— 0" out — oo,
entdo, para todo € > () existe uma representa¢do

a= E ug, (convergéncia em Ag+ A1)
k€EZ

de a tal que
J(2% up) < (e +7) K(2F,a),

onde v < 3 é uma constante universal.

Demonstracdo:
Para cada k£ € Z existe uma decomposi¢do a = ag; + a1, com agy € Ap e
ap € A tal que

Fao [lay +2° I ark 14, < (1+¢) K (2%, a).
Usando a hipétese de que
min{1,1/t} K(t,a) — 0, quandot— 0" out — oo,

temos que || agy ||4,— 0se k — —ocoeque || a1y ||4,— 0 quando k — oo. Para cada
k € Z seja
U = Aok — A0,k—1 = A1,k—1 — Q1 k-
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Assim, u,, € Ag N Ay paratodo k € Z e

M
a— E U = a — Qo,pf + Ao,—N-1 = Ao,—N-1 T 1,0

k=—N

Além disso, temos

M
K(l,a - Z Uk) = K(1,a0,-n-1+a1m) <[ ao—n-1 [lay + [| arar ||a; -
k=—N

Tomando os limites com M, N — oo temos
g up = a, (convergénciaem Ay + A;).
kEZ

Por
| aok [la +2° || a1 |4, < (14 ¢) K(2,a)

vemos que

J(2F up) = J(2%, app — aop—1) = J (28, arp 1 — aip)
= max{|| aor — aox_1 |49, 2" || @0k — @01 ||, }
= max{“ A1 k-1 — A1k HAO, 2F H a1,k—1 — A1k HAl}

< max{|| aox a0 + Il aos-1 Ly, 2°(I| @11 la, + I axe a)}

*

<3(1+¢)K(2*a),

—
N

onde a passagem em (x) € justificada pela familia de decomposi¢do de a que satisfaz
I aos g +2% [l ar [la,< (1 +¢) K(25,a).

Se 7 € supremo dos numeros = que satisfazem x + ¢ < 3 4 3¢, temos v < 3 e dai,
vale
J(25,w) < (e +7) K (2%, a),

como queriamos demonstrar.

1.4 Equivaléncia dos Métodos J e K

Agora estamos em condicdes de demonstrarmos a equivaléncia dos métodos de
interpolagdo K e J, ou seja, que os espagos de interpolacdo obtidos por esses métodos,
fixados 6 € (0,1) e ¢ € [1, o0], sdo iguais e suas normas sdo equivalentes.

Teorema 1.4.1 (Equivaléncia dos Métodos K e J). Se 0 € (0,1) e q € [1, 0], entdo,

qu = Ay, easnormas || - |logx €| - ||lo.q sdo equivalentes.
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Demonstracdo:
. —J ~ . ~ A
Sejaa € Ay . Entdo, existe uma representa¢do candnica

/ u(s)ﬁ = a,
O S

com convergéncia na norma de Ay + A;. Desse modo, podemos escrever, para qualquer

t>0,
K(t,a) = K(t, /Ooou(s)%)
< [ KT < [ mingL /s S

Aplicando o funcional ®, , nessa desigualdade, temos
. oo I W o0 ) dS
lallson < [ | | min1 s} g )T | 5

:/0“"

_/Ooot“’ min{1,t/s} J(S,U(s))%]
= /0°° -/OO t7%s% min{1,t/s} s7° J(S,U(s))@rﬂ

LJO S

:/0““

/ (t/s)™% min{1,t/s} s’ J(s,u(s))—

0 s
o dt x

Fazendo a mudanca de varidveis ¢ = sx, temos il e logo,
x

/Om{/om(t/s)e min{1,t/s} s’ J(Sju(s))%]q% _
- /OOO {/OOO z~% min{1,z} s~ J(s,u(s))gq@

T

:{/Ooo[x—e mm{1,x}]q% [/000[3—9 J<s,u(s>)]qg |

Consequentemente,

| allogx< Moy ||l alloq.s

onde
&0 dz 1Y
My, —[/ [z7% min{1, 2}] ] e R.
0

q__
T

—K
Isso mostra que a € Ay ,.
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Agora, sejaa € qu. Pelo Lema Fundamental da Interpolacao e pela discretizacdo
da norma dos espagos de interpolacao,

Il alloq< Cog Il allogr -

—J . .
Portanto, a € Ay , € consequentemente temos a igualdade desejada.
Além disso, acoplando as desigualdades paras as normas obtidas em cada

inclusdo, temos a equivaléncia dessas normas.
|

Listaremos agora algumas propriedades dos espacos de interpolagdo.

1.5 Propriedades Basicas dos Espacos ngq e Z;i .

Nesta secdo demonstraremos algumas propriedades basicas dos espagos de
interpolacdo. Tais propriedades sdo comuns a todos os espagos de interpolacdo gerados
pelo método K ou J.

Proposicao 1.5.1. Se a € Ay N Ay, entdo
| allogx< Mpgt=?J(t,a), Vt>D0.

Demonstracdo:
Com efeito, como K (s,a) < min{l,s/t} J(t,a), aplicando o funcional ®4, na
variavel s e usando o lema 1.3.1, temos

| allogx< ®og(min{l,s/t} J(t,a)) = Myt~ J(t,a).

Corolario 1.5.1. A proposicdo anterior é equivalente a

lalloqn< Mog | all’ Il ally,, Ya€Agn A

Demonstragdo:
O caso em que a = 0 € imediato. Consideremos entao apenas 0 caso em que
a # 0.
Se
H a ||€,q,K§ M97q t_e J(t, CL), Vvt > 0,
entdo para t = M > (), temos
[xaive

ol
I o < Mag i

| alla
H9 maX{H a ||A07 || a ||AO || a ||A1}
AO 1

= Mog [l allis’ M alll, -
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Reciprocamente, admitamos que vale
lalloqr< Mog [la 2 I all’,,

para todo a € Ay N A;. Assim, paratodo t > 0 vale que || a ||4,< J(t,a) e | a |[4,<
J(t,a)/t. Acoplando essas desigualdades na anterior, temos o resultado desejado.
[

Proposicdo 1.5.2. Se a € Z;fq, entdo
K(t,a)<Ct’ | a o, Yt>0.

Demonstragdo:

Segue imediatamente de K(t,a) < max{l,t/s} K(s,a), observado que essa
desigualdade é equivalente a min{1, s/t} K(t,a) < K(s,a).

Agora aplicamos o funcional ®y , na varidvel s e usamos o lema 1.3.1.

Teorema 1.5.1. Se A = (A, A,) é um par de espagos normados compativeis, entdo
a) Se denotarmos por (Ao, A1)eqx 0 espago de interpolagcdo quando o primeiro
espago do par é Ay e por (A1, Ay)g.q. i 0 espago de interpolagdo quando o primeiro
espago do par é Ay, entdo vale (Ag, A1)o.qx = (A1, Ao)1-0.q. cOM normas iguais
para todos 0 € (0,1) e g € [1, 0]
b) qu Qﬁgrsqureﬁe (0,1).
—K —K —K
) Apygo N Ag, 4 © Ay, sebo <0 <0,
. ~ , . =K —K
d) Seby < 0, e Ay C Ay, com inclusdo continua, entdo A91,q - AQM.
e) Ag = Ay com normas iguais = ngq =Ape
-1
|allag= (Mogq)~" Il allogx -
A demonstragdo se encontra na referéncia [2].

Definiciio 1.5.1. Sejam A um par de espacos normados compativeis e 6 € [0, 1]. Suponha
que X € um espago intermedidrio com respeito a A. Entdo, dizemos que

+ X éde classe Ci (0; A) se
K(t,a) <Ct | alx,

paratodot > 0 etodo a € X;
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+ X édeclasse C;(0; A) se
|alx< Ot J(t,a),
paratodot > 0Oetodoa € Ay N A;.

* X é de classe C(0;A) se X é de classe Cx(6;A) e de classe C;(0;A)
simultaneamente.

Note que para todos 6 € (0,1) e ¢ € [1, 00| temos que Zéfq e Xiq sdo espacos de
classe C(0; A).

1.6 Interpolacao de Operadores Lineares Compactos

Uma das questdes de interesse na teoria de interpolacdo € descrever o
comportamento de operadores compactos. Tais operadores ocorrem em problemas
importantes nas mais variadas dreas da andlise. Existem alguns resultados sobre
compacidade no contexto dos espagos normados que apresentamos aqui € cuja
demonstracao se encontra nas referéncias.

Proposicao 1.6.1 (Compacidade de Operadores em Espagos Banach). Sejam B um
espago de Banach e A um par de espacos de Banach compativeis. SeT' : Ay + A, — B
é um operador linear tal que

o To =T|a, : Ao — B é um operador linear compacto;
o Ty =T|a, : Ay — B é um operador linear continuo
e E um espago de classe C(0; A), para algum 0 € (0, 1), entdo
Tg=T|g: F— B

é um operador linear compacto.
E mais, se S : B — Ag N Ay é um operador linear que satisfaz

e S : B — Ay é um operador linear compacto;
* S: B — Ay é um operador linear continuo
e E um espago de classe C;(0; A), para algum 0 € (0, 1), entdo
S:B—FE
é compacto.

Este teorema se encontra demonstrado na referéncia [2].
No préximo capitulo veremos que muitas propriedades vistas aqui no contexto de
espacos normados podem ser readequadas e generalizadas para espagos métricos.



CAPITULO 2

INTERPOLACAO DE ESPACOS
METRICOS

2.1 Preliminares

Nesta secdo definiremos alguns objetos e introduzimos linguagens e expressoes
que serdo constantemente usadas ao longo de todo o restante deste trabalho.

Definicao 2.1.1. Seja M # (). Uma métrica em M é uma fungio

d:MxM-—R
(2, y) = d(z,y)
tal que
D dz,y)=0cz=y;
ii) d(z,y) = d(y,x), para todos =,y € M;
i) d(z,y) <d(z,2)+d(z,y), Yax,y,z€ M.

Definicao 2.1.2. Um espaco métrico é um par constituido por um conjunto ndo vazio M
e por uma métrica d em M e a este objeto denotamos por (M, d).

Quando nao houver possibilidade de confusdo com relacao a metrica definida em
M , nos referiremos ao espago métrico (M, d) apenas por M.

Observagdo 2.1.1. Se uma funcdo d satisfaz as condigdes ) e i), dizemos que d é uma
funcao distancia.

24
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2.2 Completamento Relativo

2.2.1 Introducao

Sejam (B, dg) e (A, d4) espagos métricos tais que A C B e existe C' > 0 de
modo que
dp(z,y) < Cda(z,y), Ya,y € A. (2.1)

Dado um ponto z € B se existir uma sequéncia (x,,) de Cauchy em (A, d,) tal
que
dp(xpn, ) =0,

dizemos que (x,,) € uma sequéncia aproximante de x em (A, d,).

Seja agora Ap o conjunto de todos os pontos x € B tais que existe alguma
sequéncia aproximante de x em (A, dy).

Observe que A C Ap, pois dado = € A, a sequéncia (x, z, z, . ..) é uma sequéncia
aproximante de x em (A, d,).

Sobre Ap x Ap defina a fungao

da(z,y) :=1inf lim da(z,, yn), 2.2)
n—oo

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias aproximantes de z e de y em (A, d4).
Temos que

Proposicao 2.2.1. Se (z,,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em (A,dy), entdo existe o
limite lim d4(x,, yn).
n—oo

Demonstragdo:
Sejam (z,,) e (y,) sequéncias de Cauchy em (A, d4). Vale,

dA(l'na yn) S dA(xna $m) + dA(xma yn)
< dA(fL'na fEm) + dA(xma ym) + dA(yma yn) .

LOgO, dA(l%'na yn) - dA(fL'm, ym) S dA(xna xm) + dA(?/na ym)
E da mesma forma obtemos

dA(xma ym) - dA(xna yn) < dA(mm mm) + dA(ym ym)

Portanto,

’dA(xna yn) - dA(xma ym)| S dA<xna xm) + dA(ynv ym) . (*)

Como (x,,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em (A, d4), podemos tornar o lado
direito de (x) tdo pequeno quanto quisermos, para m e n suficientemente grandes. Assim
a sequéncia (d(x,, y,)) é uma sequéncia de Cauchy em R, e portanto, o limite existe.

[
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Proposiciio 2.2.2. Se d4 é a funcdo como definida na igualdade (2.2), entdo d, é uma
Sfungdo distancia em Ap.

Demonstragdo.
Positividade: o o
De fato, temos que d4(z,y) > 0, para todos z,y € Ap e da(z,r) = 0. Além

disso, pela Proposicdo 2.2.1, temos d(z, y) < oo.
Agora, sejam z,y € Ap tais que d4(z,y) = 0. Pela desigualdade (2.1), temos

dB(xvy) = inf lim dB(xn7yn) < C inf lim dA(xnayn) = Ca(%y),
n—o00 n—o00

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias aproximantes de x e de y em
(A, da).
Assim, temos o
dB<xay) < OdA(fE,y), (23)

para todos z,y € Ap. Disso, segue imediatamente que = = y sempre que d4(x,y) = 0.

Simetria:
E imediato da simetria de d 4.
Portanto, a fungao d 4 definida acima é uma funcdo distancia e serd chamada neste
caso de funcao distancia associada a métrica d 4.
[ |

2.2.2 O Completamento Relativo

Definicdo 2.2.1 (Sequéncias Ligantes). Dados um conjunto A ndo vazio e z,y €
A, chamamos de sequéncia ligante de x a y em A a qualquer (n + 1)-upla
(xo, 21,9, . .., x,) de pontos em A tais que xg = z e x, = y.

Denotemos por (z7¥) a uma sequéncia do tipo (z,x1,22,...,%, 1,y) que é
ligante de = a y em X e por [x,y]4 o conjunto das sequéncias ligantes de = a y em

A.

Observagcdo 2.2.1. Em particular, as n-uplas com elementos repetidos € mesmo as que
possuem todos os elementos iguais sdo sequéncias ligantes. Para o caso em que as

sequéncias ligantes sejam do tipo (z,z,x,...,x) elas serdo sequéncias ligantes de x a
xem A.

Ainda nesse sentido, (x, 1, xs, ..., %, 1, ) é uma sequéncia ligante de x a x no
conjunto A.

Definimos agora a fun¢do d em Ag x Apg, dada por

(xnﬂ.

n—1
d(z,y) = inf > da(ar, wre), 24)
k=0

., 2 Al T,
onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias (z.") € [z, y]a,-
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Lema 2.2.1. A fungdo d é uma métrica sobre Ap.

Demonstragdo:

Positividade:

Temos d(x,y) > 0, para todos z,y € Ap.

E ainda d(z, z) = 0, pois tomamos a sequéncia ligante de x a x em Ap dada por
zo = xex; = e vale d(zg, 1) < da(zo,21) = da(z,z) = 0. Além disso, quaisquer
que sejam x,y € Ap temos d(x,y) < da(7,y) < oo, bastando que se tome a sequéncia
ligante de z ay em Ap dada por zyp =z ez = y.

Sejam agora x,y € Ap tais que d(x,y) = 0 e uma sequéncia ligante de = a y em
Ap qualquer. Temos da desigualdade (2.3) que

dp(xg, i) < C@(xk, Tht1),

paratodo k =0,1,...,n— 1.
Somando em k, temos

n—1 —1
dp(r,y) <ZdB Tpy Tppr) < C Zd Thy Thg1)-
k=0 k=0

Tomando o infimo da defini¢ao de d,

para todos x,y € Ap. Disso segue que d(z,y) = 0 implicaem = = y.

Simetria:
Note que dados =,y € Ap, se o = =, x1, X2, . . ., L, = Yy € uma sequéncia ligante
) 0 ; ) y ;
dexayem Ag,entdo yo = =, = Y, Y1 = Tp_1,Y2 = Tp_2,...,Yn = To = T € uma

sequéncia ligante de y a v em Apg e vale

3
—
3
|
—

@(xk, Tpy1) = @(ij Yjt+1)-
0 J

e
Il
Il

o

Portanto, existe uma bijecdo entre as sequéncias ligantes de z a y em Apg e as
sequéncias ligantes de y a x em Ap, onde as sequéncias correspondentes nessa bijecio
tém a mesma soma como acima.

Em vista desse fato, temos d(z,y) = d(y,z), para todos =,y € Ap, que é a
simetria de d.

Desigualdade Triangular:

Sejam x,y,z € Ageec > 0.

Entdo, existem sequéncias ligantes (r,,Y) e (y%%) sequéncias ligantes de x a y em
Ap edeyazem Ag, respectivamente, tais que

ne—1

Z da(i, 2i1) < d(a,y) +¢

1=0
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me—1
da(yj, yj+1) < d(y, z) +e.
j=0
A sequéncia dada por z;, = xp, para0 < k <n.e 2z, 4, =y, paral <r <m.é
uma sequéncia ligante de x a z em Ap e vale

Ne+me—1
d(z,2) < Y da(ze 2r41) =
k=0
ne—1 me—1

= a(l’ia%‘ﬂ) + Z a(yjayj+1> <
i J=
<d(z,y)+d(y,z) +2e.

=]
[e=]

Da arbitrariedade de € > 0, segue d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Portanto, d € uma métrica sobre Ag.

Observagdo 2.2.2. Note que para todos =,y € Apg, tomando o = x e 1 = ¥, vale
d(z,y) < da(z,y). (2.6)

Observagdo 2.2.3. Da desigualdade (2.5), temos que a inclusdo de Ag em B € continua,
com relacdo as métricas definidas nesses espacos.

Definicdo 2.2.2 (Completamento Relativo). O espago (Ap, d) como acima construido é
chamado de completamento relativo de (A, d4) no espaco (B, dp).

Lema 2.2.2. Se (Ag,d) é o completamento de (A, d 4) relativamente ao espago (B, dp),
entdo A C Ap e ainclusdo é continua, com relacdo as métricas definidas nesses espacos.

Demonstracdo:

Dados .,y € A, considere as sequéncias aproximantes de z em (A, d4) e de y em
(A, d,), respectivamente, dadas por (z,z,z,...) e (y,y,y,...).

Temos, pela igualdade (2.2) que

dA(x7 y) < dA(‘T7 y)u (27)

para todos x,y € A.
Ainda, acoplando as desigualdades (2.6) e (2.7), temos

d(z,y) < da(z,y) < da(z,y), (2.8)

para todos z,y € A.
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2.2.3 Propriedades Intrinsecas do Completamento Relativo

Lema 2.2.3. Se (Ag,d) é o completamento relativo de (A, d ) no espago (B, dg), entdo
A é denso em (Ap, d).

Demonstracdo:
Sejax € Ap. Entdo, existe (z,,) de Cauchy em (A, d4) de modo que dg(x,, ) —
0. Para cada k € N, temos da desigualdade (2.6),

d(z,x1) < da(x,2p) < lim da(x,, zp).
n—oo
Tomando o limite com k — oo, temos d(z, zx) — 0, como queriamos, ji que (z,,)
¢ de Cauchy em (A, d,).
[

Proposicdo 2.2.3. Se (B, dg) é completo e (Ag, d) é o completamento relativo de (A, d )
no espago (B, dg), entdo (Ap, d) é completo.

Demonstragdo.

Seja (") yeny uma sequéncia de Cauchy em (Ap,d). Para toda sequéncia
aproximante (72),cn de (V) em (A, d,) existe ny € N de modo que para todos
m,n > ny tem-se

1

da(zl,zl) < ¥ (2.9)

Seja ¢ > 0. Como (z7)
Ny > 1/eese M, N > N, entdo

¢ uma sequéncia de Cauchy, existe Ny € N tal que

d(z™, 2M) <. (2.10)

Fixe M, N > Nj. Existem sequéncias aproximantes (z))) de z" e () de 2™
de modo que

d(z™, 2™y < lim da(z),2Y) < d(z™,2N) + ¢ < 2e.

n—oo

Como hm d A( < 2¢, existe n. € N de modo que

n Y n)
da(z), zl) < 2e, Vn>n.. (2.11)

Para todo N € N, seja yy = z;, , onde (z)) e (x}) satisfazem a desigualdade
Q2.11).
Agora, se n > max{n., ny, ny }, temos

d (yN7yM)<dA<yN7 n)+dA( Ty s n)+dA( nvyM)
_dA( T s n>+dA< Ty s n>+dA( nM> nMM)

1 1
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Isso mostra que (yy)yen € uma sequéncia de Cauchy em (A, d4).

Agora, pela continuidade da inclusio Ag C B, (y") é uma sequéncia de Cauchy
em (B, dg) que é completo. Entdo, existe x € B tal que dg(yy,z) — 0.

Portanto 2 € Ag. Mostremos que d(z”, z) — 0:

Temos, para todo N € N

d(z™,z) < lim da(a),y,) = lim da(a), 2} ).
n—oo n—oo
Se N > max{Ny,n.} temos d(mN,x) < 2¢ e portanto, d(a:N,a:) — 0,
completando a prova.
[ |

Lema 2.2.4. Sejam (B, dp) um espago métrico e A um conjunto tal que A C B. Se m; e
me sdo métricas sobre A, com

dB(ny)jS u7n1<x7y):§ V7n2(x,y), any € fL

para constantes positivas i e v convenientes, entdo se Ay e A% sdo o completamentos
relativos de (A,m,) e de (A, my), respectivamente, em (B,dp), vale A3, C Ap com
inclusdo continua. Além disso, vale

pdi(z,y) < vdy(z,y),

para todos x,y € A%, onde d; é a métrica do completamento de (A, m;) em (B, dg), com
i =0,1.

Demonstragdo.

Seja x € A%. Entio, existe uma sequéncia (z,,) de Cauchy em (A, m5) de modo
que dp(x,,x) — 0. Como pm; < vms, temos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em
(A, my). Portanto, z € Aj,.

Além disso, dados z,y € A2, temos

pr(z,y) < inf im pmy (2., y,) < vinf Bm my (2, y,) = vim(z, y),
n—oo n—oo

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias aproximantes de = e de y em (A, my).
Disso, temos que  d, (z,y) < v7z(z,y), para todos z,y € A%.
Seja agora uma sequéncia xg = , 71, ..., x, = y ligante de x a y em A%. Temos

n—1 n—1
pdi(z,y) < p Zdl(%,xkﬂ) <v Zm_2(l’k,$k+1)-

k=0 k=0

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes de = a y em A%, temos
pudy(2,y) < vdy(x,y), paratodos x,y € A%,
|
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2.3 Par de Espacos Métricos Compativeis

Definicao 2.3.1. Sejam X, e X; dois conjuntos tais que Xy N X; # () e ambos sejam
subconjuntos de um conjunto X. Além disso, assuma que dy, d; e dx sejam métricas nos
conjuntos X, X; e X, respectivamente, tais que existam constantes positivas Cyy e C'; que
satisfazem

dx(x,y) < Cldl(l’,y), \V/l’,ye Xi; 1€ {0,].} (2.12)

A este objeto chamamos de par de espacos métricos compativeis e denotamos
por Y ou por (Xo, X1)x-

Sejam (Xo, X1)x et > 0. Para (x,y) € Xy X XoU X; x X, defina a fungio h,
dada por

min{do(x,y),tdl(x,y)}, Seﬂ?;Z/EXoﬂXﬁ
ht(x7y) = d0<x7y)v SC {xvy} g XO € {-T,y} g Xl;
tdy(z,y), se {zx,y} C X e {z,y} € Xo.

Defini¢do 2.3.2. Dados z,y € Xy U X;, com Xy N X; # (), uma sequéncia ligante
admissivel de x a y em X, U X; é qualquer sequéncia finita de pontos xg, 1, ..., T, €
Xo U X que satisfaz:

s 1g=TeET, =Y
e Paracadak € {0,1,...,n — 1}, vale (z1, x141) € Xo x XoU X7 X Xj.

Denotemos uma sequéncia ligante admissivel (x, x1, 22, ..., 2,_1,y) de z ay em XoU X,
z,
por (xn y)adm'

Observagcdo 2.3.1. Note que dados quaisquer =,y € X, U X, sempre existe uma
sequéncia ligante admissivel de x a y em Xy U X, pois se z,y € X;, entdo xg = x
e r1 = y € uma sequéncia ligante admissivel de x a y em Xy U X, para: = 0,1. E
quando z € X;\ X7 ; ey € X;; \ X;, como Xy N X; # (), escolhendo um elemento
z € XoN X; asequéncia g = =, 1 = z € xy = y € ligante admissivel de x a y em
XoU Xy, parai =0, 1.

2.3.1 O Funcional K,

Esta secdo se dedica a apresentar os funcionais andlogos aos funcionais K e
J definidos no capitulo anterior para espacos normados. Esses novos funcionais sdo
adequados para o ambiente dos espagos métricos pois cumprem a mesma funcdo que
os funcionais dos espagos normados, sem no entanto, dependerem da soma ou do produto
por escalar.
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Definicdo 2.3.3 (O K,-Funcional Métrico). Sejam (X, X;)x um par de espagos
métricos compativeis e £ > 0. Dados x,y € XU X1, definimos o K ,-funcional métrico

por
n—1

Ky (t,x,y) = inf Y hy(ag, vxea), (2.13)
k=0

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias ligantes admissiveis de = a y no
conjunto X, U Xj.

Lema 2.3.1. Se (X, X1)x € um par de espacos métricos compativeis, entdo a funcdo
Ky (1, -, ) é uma métrica em Xy U X.

Demonstragdo:
Vamos provar os trés axiomas de métrica.
Dados z,y € Xo U X7 se (22Y)4am € uma sequéncia ligante admissivel de x em

1y, entdo
n—1

K(l,z,y) < Zh1(95k,93k+1) < 00.
k=0

Agora, vamos provar cada axioma de métrica separadamente:

i) Positividade:
Sejax € XgU X;. Entdo, g = x e x1 = x é uma sequéncia ligante admissivel de
raxem XoUX;evale0 < Ky (1,z,z) < hy(z,z) = 0. Disso segue que

KM(LLU,.Z’) = 0, Vo € XO UX1

Agora, sejam z,y € Xy U X e (27Y) 4, uma sequéncia ligante admissivel de x
ayem XU X;. Temos,

n—1 n—1
dX(xa?J) < ZdX(l"kzaka) <C Zhl(ifk,l’kﬂ)-

k=0 k=0

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes admissiveis de x a y em
Xy U X7, temos

dx(z,y) < CKy(1,2,y), Yo,y € XoU X1 (2.14)
Como dx € métrica, entdo z = y sempre que K/ (1,z,y) = 0.

ii) Simetria:
Se (z57Y) qam € uma sequéncia ligante admissivel de z a y em X, U X7, entdo

Yo =Tp =Y, Y1 = Tp—1,Y2 = Tp-2,...,Yp = o =T € Xo U X,
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¢ uma sequéncia ligante admissivel de y a x tal que

n—1 n—1
Z ha(zi, wig1) = Z ha (Y Yje1)-
i=0 J=0

Isso mostra que existe uma bijecdo entre as sequéncias ligantes admissiveis de x
ayem XU X; e as sequéncias admissiveis de y a x em Xy U Xj.

Além disso, as somas das imagens de cada par pela funcdo h; de sequéncias
correspondentes por essa tal bijecdo sdo iguais. Logo,

n—1 n—1
Ky(1,7,y) < Zh1($i>$i+l) = Zhl(yjayj-i-l)v
=0

1=0

Para toda sequéncia ligante admissivel (y2*).4m de y a  em Xy U X;. Disso,
seque KM(L xz, y) S KM(L Y, .Z')
E vale também

n—1 n—1
Kn(Ly,x) <> ha(y;yia) = D ha(wi, wiga),
=0 =0

Para toda sequéncia ligante admissivel (zY).4, de z a y em Xy U X;. Assim,
Ky(1l,y,2) < Ky (1, 2,y). E consequentemente, K/ (1, x,y) = Ky (1, y, x).

iii) Desigualdade Triangular:

Sejam z,y, z € XgU X; e € > 0. Entdo, existem ag = z,ay,...,a, = z2€ by =
2,b1, ..., b, = y sequéncias ligantes admissiveis de = a z e de z a y, respectivamente, em
Xo U X tais que

n—1

Zhl(aiaai—f—l) < Ky(l,2,2) +¢

=0

m—1

Z hi(bj, bj41) < Km(1,2,y) +&.
=0
Defina ¢, = ag, para0 < k < nec, = b, para0 < r < m. Observe que
(cf i) adm € uma sequéncia ligante admissivel de z a y em X, U X; e que

m+4n—1

KM(any) < Z hl(ck70k+1) =
k=0
n—1 m—

= Z hi(a;, ai41) + Z hi(bj,bj1) <

i=0 =0
< Ky(Lz,z)+ Ky(l, z,y) + 2e.

—



2.3 - Par de Espagos Métricos Compativeis 34

Da arbitrariedade de £ > 0, segue

KM(LSU,Z/) < KM(LZEVZ) + KM(LZ?y) :

Proposicao 2.3.1. Se (X, X1)x € um par de espacos métricos compativeis, entdo
KM(LQ%ZU) Sdz(may)7 V5U>y€Xi>
comi € {0,1}.

Demonstragdo:
Com efeito, sejam x,y € X;, parat = 0,1. Entdo, para a sequéncia ligante
admissivel xo = rex; = y,de x ay em Xy N Xy, vale

Kyu(1,z,y) < hy(z,y) < di(z,y).
u

A partir daqui, salvo mencdo contrdria e quando ndo houver possibilidade de
confusdo por notagdo, (Xo, dy) e (X1, d;) serdo considerados um par de espagos métricos
compativeis com rela¢do ao espago (X, dx), ou seja, representardo (X, X;)x.

Lema 2.3.2. Se 0 < a < b, entdo para todos x,y € Xy U X; vale

KM(Q,-T,?/) S KM(baxay)

Demonstracdo:
Basta notar que dada uma sequéncia ligante admissivel (z5¥).4, de  a y em
Xo U X4, vale

n—1 n—1
E ha(g, Tpi1) < g ho(Zh, Trr1)-
k=0 k=0
O resultado segue tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes admissiveis

dezayem XyU Xj.
|

Lema 2.3.3. Se a,b € (0,00) e 2,y € XoU X3, entdo

Ky (a,z,y) < max{l,%}KM(b,x,y) (2.15)

Demonstracdo:
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e Sea < b:
Neste caso, max{l, %} = 1. Entdo,

max{l,

pelo Lema 2.3.2.

} Ky(b,z,y) = Ky (b, z,y) > Ky(a, x,y),

Sl

e Sea > b:

a a N o
Neste caso, maxq1l,—p = — e dada qualquer sequéncia ligante admissivel

b b

(22Y) aam de z ay em Xy U X, vale

—_

3
|

—

n—

hb($k+1,$k) > ha(xk-&-l?xk)?
0

Sl
x>
Il

0

T

pois hg(zg, Tpr1) < %hb(xk,xk+1), paratodo k =0,1,2,...,n — 1.

O resultado segue tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes admissiveis
de zayem XU X;.

|
Proposicdo 2.3.2. Set € (0,00), entdo a funcdo Ky (t,-,-) € uma métrica em Xy U X.

Demonstracdo:
Sejat > 0. Pelo Lema 2.3.3, coma = 1 e b = ¢, temos

min{1, t} Ky (1, 2,y) < Ky (t, 2, y), (2.16)

pois (min{1,¢})”" = max{1,1/t}. Disso segue a positividade de K(t,-,-), ji que
Kp(1,-,-) é uma métrica em Xy U X;.
Aindado Lema 2.3.3,coma =te b =1, temos

Ky (t, z,y) <max{l,t} Ky(1,2,y) < oo,

paratodot > 0 e todos x,y € Xy U Xj.
Para a simetria, sejam (x7"),q, uma sequéncia ligante admissivel de = a y em
Xo U X;. Considere a sequéncia ligante admissivel de y a x em X, U X; dada por

Yk = Typ_k. 1emos

n—1 n—1
Z ho(@y, Tpr1) = Z he (Y, Yjr)-
k=0 Jj=0

Tomando os infimos e observando que essa relagdo entre sequéncias ligantes
admissiveis € biunivoca, temos a igualdade Ky (¢, x,y) = Ky (t,y, x).
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Para a desigualdade triangular, sejam x,y, 2 € Xy U X; e € > 0. Entdo, existem
sequéncias ligantes admissiveis (27%)qam de z a z em Xo U X € (¢2Y)aam de z a y em
Xo U X, tais que

n—1
th(mi,l’iﬂ) < Ku(t z, 2)+e

=0

m—1
Z he(yj, yje1) < Kt z,y) +€
=0

Considere a sequéncia dada por 2z, =z se 0 <k <nezy; =y;5e0 < j <m.
Note que (2%, )aam ¢ uma sequéncia ligante admissivel de = a y em X U X;. Portanto,
podemos escrever

m-+n—1

t T y Z ht Zzazz—H

—1
= Z hi(Zg, Tra1) + Z he(ys, Y1) <
k=0 3=0

< KM(t,.Z', Z) + KM(t,z,y) +2e.
Da arbitrariedade de € > 0, segue

KM(taxvy) < KM(tvxa Z) + KM(ta Zvy)'

2.3.2 O Funcional J,,
Proposicao 2.3.3. Se z,y € Xy N Xy et > 0, definindo

JM(ta z, y) = maX{dU([Ea y)> 13 d1($a y)}7
entdo, Jy(t, -, - ) é uma métrica sobre Xy N Xj.

Demonstragdo:

Com efeito, temos 0 < Jy(t,z,y) < oo para todos =,y € Xy N X; e ainda
Ju(t,z,z) = 0 qualquer que seja x € Xy N Xj.

Sejam agora z,y € Xy N X tais que Jy/ (¢, z,y) = 0. Temos

0= JM<t7x7y) = max{do(:c,y),tdl(:c,y)} =

= do(v,y) =tdi(z,y) =0=2=y.

A simetria € imediata e decorre da simetria de dg e d;.
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Para a desigualdade triangular, dados z,y, z € Xg N X, vale

JM(tha Z) + JM(ta Zvy) > dO('Tu Z) + dO(zay) > do(iU,y)

Iy (tx,2) + Iyt z,y) > tdi(x, 2) + tdi(z,y) > tdi(z,y).
Portanto, Jy (¢, x, 2) + Juy(t, z,y) > max{dy(x,y),tdi(x,y)} = Ju(t, x,y).

[ |
Lema 2.34. Se a,b € (0,00) e x,y € Xy N X, entdo
Jy(a,z,y) < max{l, %} Ju(b,zy), x,y€ XoN Xy, (2.17)
Demonstragdo:
e Sea < b:

a 2o, . L . .
Nesse caso, max< 1, 5} = 1. E f4cil ver que J); € ndo decrescente na primeira

entrada. Logo, temos
Ju(a,z,y) < 1Ju(b,z,y) = maX{l, %} Iu (b2, y).

e Seb < a:

Nesse caso, max{l, %} = %. Assim,

max{l, %} T, 2.5) = L T (,2.3) = max{%do<x,y>, “bay (. y>}

> max{do(x,y),adl(x,y)} = Jul(a,z,y).

Lema 2.3.5. Sez,y € XoN X ea,b € (0,00), entdo

Ku(a,z,y) < min{l, %} Tt (b, 2,y). (2.18)

Demonstragdo:
A sequéncia rg = r e 1 = y éligante de z a y em X, U X; e é admissivel. Logo,

KM(a'vxay) S ha(l‘,y) S d()(.f,y) S
S JM(@%?J) - maX{dO(xay)7bdl(xay)}7
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e também
Ky(a,z,y) < ho(z,y) <adi(z,y) <
a
< ma {gdo(l” y),ad(z, y)}
a
= 2 ub.y).
Portanto,

Ky(a,z,y) < min{ %} Iy (b, x,y).
|

Observagdo 2.3.2. Note que os funcionais K e J definidos para a interpolagdo de espacos
normados satisfazem as mesmas desigualdades.

2.4 Espacos de Interpolacao

Nessa secao fazemos uma conexao entre o completamento relativo e os funcionais
Ky e Jyr definidos na sec¢do anterior. Tal conexao sera feita através dos funcionais ®g , €
I'p , como definidos no capitulo anterior.

Nosso objetivo serd construir espacos de interpolagdo métricos usando o
completamento relativo da interseccao por métricas convenientes adaptadas aos espacos
em questao.

2.4.1 Criando o Ambiente para Interpolacao de Espacos Métricos

O lema a seguir servird como uma maneira de generalizar alguns resultados
demonstrados para ¢ < oo, mas que podem ser estendidos para ¢ = co

Lema 2.4.1. Dado q > 1, se l,(Z) é o espago das sequéncias (x,,) tais que
D ] < 00
neL

e l(Z) é 0 espaco das sequéncias limitadas, ambos com as normas usuais, entdo vale

lim [ = - e
Demonstracdo:
Seja {aj,as,...,a,} um conjunto de nimeros ndo negativos com eventuais

repeticoes e pelo menos um elemento ndo nulo. Considere

c= sup {a;}.

1<j<n
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Temos

n 1/q n 1/q
. q _ . ) _
i (o) = i |G =
]:

e[S -

J=1

= c lim [s + (g /c)q} l/q,

aj#c

onde 1 < s < n é a quantidade de termos iguais a c.
Como ¢ = sup{ay,as, ..., a,}, segue que a;/c < 1, para todo j tal que a; # ce
por conseguinte, lim (a;/c)? = 0, para todo j tal que a; # c. Portanto, vale o resultado
q—00

n 1/q
i () o= sup fa)

= 1<j<n

ja que lim s/9 = 1, para s nas condi¢des acima.
q— o0

Seja (2, )neny uma sequéncia de termos ndo negativos com pelo menos um termo
ndo nulo tal que (z,,) € [ (N), isto é, (x,,) € limitada. Para cadan € N, seja

n 1/q
Yp = Lim (ZZ'Z) = Ssup {$1,$2, <. wxn}'

—00

q 1 1<k<n

Note que (y,) é uma sequéncia ndo decrescente de nimeros ndo negativos e

limitada superiormente por || (x,,) ||co. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,
existe y € R tal que

sup{yn} = lim y, = y.
neN n—oo
Afirmamos que y =|| (z,,) |- Com efeito, é imediato que y <|| (x,,) ||co-
Suponhamos que y <|| () ||~ Da defini¢do de || (x,,) ||oo, existe um termo
da sequéncia tal que

| (@) oo — ) lloo =y

9 < Tn, SH (xn) Hom

ou seja
| (zn) lloo +y
2

Isso nos diz que z,,, > y e é um absurdo porque y > y,, > Z,,. Portanto, tem-se

i o) o= Jim (Set) =1 o) e

q—00 q—00
k=1

< Tpy < () oo -
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O resultado estd provado para a soma em N. Para a soma em Z, sejam ¢ uma
bijecdo qualquer de Nem Z e (xy)rez € l,(Z) uma sequéncia de termos positivos. Entao,

vale
Dty =2t Yax1,

1€EN kEZ

pois ambas as séries sdo absolutamente convergentes. O resultado vale também para a
sequéncia nula, trivialmente.
|

Proposiciio 2.4.1. Se 6 € (0,1) e g € [1, 0], entdo

Bo.q(,y) = Poo(Kn( -, 2,9))
é uma métrica sobre Xy N Xy, com ®y , como na Defini¢do 1.3.1

Demonstragdo:

Se q < oo
Temos [y 4(z,y) > 0 para todos z,y € Xo N Xy, e que By ,(z,z) = 0, para todo
x € XoN X;. Além disso, pelo Lema 2.3.5, coma =t e b = 1, temos

K]\/[(t,l’,y> Smin{l,t}JM(l,a:,y), Ve,y e XoN Xy, VE>0.
Aplicando o funcional ®y ,:

Bﬁ,q(xvy) S Mﬁ,q JM(L%?/)» (219)

onde
My, = @g’q(min{l, 3) e R, (2.20)

Essa desigualdade nos mostra que se z,y € Xy N X, entdo By ,(x,y) < oo.
Sejam agora z,y € X, N X, tais que [y ,(z,y) = 0. Acoplando as desigualdades
(2.14) e (2.16), temos, apds aplicarmos o funcional ® ,:

C™' My dx(z,y) < Boq(z,y). (2.21)

Assim, como dx é uma métrica, [y ,(x,y) = 0 implicaem = = y.

A simetria de [y, ¢ imediata e decorre da simetria de K (-, -,-) nas segunda e
terceira entradas.

Para a desigualdade triangular, dados z, y, z € Xy N X;. Temos, para todo ¢t > 0

KM(t7 xz, y) < KM(tv xz, Z) + KM(t7 2 y)
Aplicando o funcional ®4 , na desigualdade acima, vale
(I)97(I(KM('7 z, y)) < ®97q(KM(.7 T, Z) + KM(? 2 y))?

ou seja,
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[ st ®] <

0o 1/q
[t (Kn(t,z, 2) + Ka(t, 2, y))]q%]

1/q
[t—ﬁ—l/q KM (t) x, Z) -+ t_e—l/q KM<t7 Z, y)]th:|

o0 dt]Ye
/[teKM(t,a:,z)]QY} +
0

+ UOOO " Kt 2, y)]q%} "

onde a desigualdade em (x) é devida a Desigualdade de Minkowski aplicada nas fungdes
f) =t YKyt m,z) e g(t) =t 79 Ky (t, 2, y). Logo,

BQ,q(x>y) S ﬁ@,q(ma Z) + 50,q(zvy)>

como queriamos mostrar.
Portanto, 3y , € uma métrica sobre X, N X;.

Se ¢ = o<
Bo.co(,y) = supt™" K(t,x,y) > 0 e fpoo(r,x) = 0.
>0

Sejam z,y € X, N X tais que fy(z,y) = 0. Novamente, acoplando as
desigualdades (2.14) e (2.16), temos

t7 min{1,t} dx(z,y) < Ct P K(t,z,vy).
Tomando o supremo sobre todos os ¢ > 0:

d_)((.’lf,y) S Cﬁ@,oo(xay) = 0.

Como dx é métrica, segue r = y.
A simetria € imediata.
Sejam z,y, z € Xg N X;. Temos

t VK (tz,y) <t P K(t,z,2) +t 0 K(t, 2 y),
para todo ¢ > (. Tomando o supremo:
Bo,00(2,Y) < Bo,oo(®,2) + Bo,00(2,)-
|

Proposi¢ao 2.4.2 (Discretizagdo da Métrica ). Se 6 € (0,1), ¢ € [1,00] e 2,y €
Xo N Xy, entdo|| (K (2',7,y))iez |5, € wma métrica equivalente a By 4(x,y).

Demonstracdo:
Seja ¢ < oo:
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Inicialmente, notemos que para todo ¢ € Z temos
Ky (2%, 2,y) < max{1, 271 /2 Ky (2, 2, y) = 2K (2, 7,y).

Assim, para cada t > 0 existe ¢ € Z tal que 2° < ¢t < 2", Logo

21+1

Faen =3 [ Kulta T

€L

Levando em consideracio que
270 > 170 > 970970
e que Ky (-, z,y) é ndo decrescente, temos

27027 Ky (2,2, )]t < [0 K (8,2, y)]" < 277 K (20,2, ).

t o
Agora, integrando cada membro com relacio a n no intervalo [2°, 2°"1]:
2’L+1 dt 2i+1
J R R e e B N
2i 2i

2i+1

Disso resulta

2i+1

, , dt
2791 20270 K (20, 2, y)]? < / [t 0Ky (t, z,y)]7—
21
<291 2[27 0K (28, z,)]7 .
Somando em i € Z e depois elevando a 1/¢:

27 (I 2)V || (K (2',2,9) lng,, < Bogla,y) <
<2 2)Y7 || (Kur(2',2,9)) |, -

Seqg=o0
Como para todo i € Z temos

Ky (27 2 y) < max{1, 2" 2"} Ky (2, 2,y) = 2K (28, 1, y)
e que para cada ¢t > 0 existe i € Z tal que 2° < t < 2™, temos
9=l > =0 > 9-iflg—0
e como K (-, z,y) é ndo decrescente:

27027 Ky (2w, y) <t UKyt y) < 270N Ky (20 3, y),
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para 2’ <t < 2°t1 . '
Fixado t > 0, paratodo i € Z tal que 2' <t < 2+ vale

270279 [ (27w, y) <70 Kot 2, y) < Booo(, ).
Como t > 0 € arbitrdrio, entdo € vdlida para todo j € Z. Logo,
270 || (K (27, 2,9))jez 1ng. < Booo(,9).
Por raciocinio anédlogo, tem-se
Boco(®,y) < 2 || (Knr(2, 2, 9))jez [rg e -
|

Definicdo 2.4.1. Dados z,y € X, N X, sejam (z;¥) uma sequéncia ligante de = a y em
XoNXje (k;j)?;g uma n-upla de nimeros inteiros, ambos fixados. Definimos

Z JM(2Z7 Ly, ijrl)
¢ = ¢i((xy"), (kj)) =  ki=i

0, sek; #i, Vje{0,1,....,n—1}
Uma sequéncia ¢ = (¢;);ez como acima é chamada de sequéncia derivada de x

a y, associada a sequéncia ligante (z,¥) em X, N X; e a sequéncia (k;).

Exemplo 2.4.1. Sejam xy = z, 1,29, 23,24 = y € X M X7 uma sequéncia ligante de x
ayem XN X; e (—5,2,—5,7) uma sequéncia de nimeros inteiros com quatro termos.
Para: = 0, temos

D T2 w5, w500)
CO — k:j:O
0, sek; #1, Vje{0,1,...,n—1}.

Como nenhum termo da sequéncia (—5, 2, —5, 7) é igual a zero, segue que ¢y = 0.
Para ¢ = —5, temos

0, sek; #1, Vje{0,1,...,n—1}.

Como o nimero —5 ocorre na (0-ésima e segunda posi¢des da sequéncia
(—5,2,—5,7), segue que

c_s = Ju(27%, 20, 1) + I (27, 0, 3).
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A sequéncia (¢;) para este caso é c_5 = Jy (277, 20, 21) + Ja(27°, 2o, 13),
co = (2%, 11, 12), ¢r = Jy (27, 23, 74) € todos os demais iguais a zero.

Lema24.2. Sex,y € XoNXy, 0 € (0,1), g € [1,00) et > 0, entdo para toda sequéncia
derivada (¢;) de x a y em X N X, vale

KM(tv x, y) S V6,4, F@,q((ci)iGZ),

onde 7y .. > 0 € uma constante que depende apenas de 0, q e t e para Iy, como na
Definigcdo 1.3.2.

Demonstracdo:
Sejam z,y € Xy N Xy, (z5Y) uma sequéncia ligante de z a y em Xy N X5 e
(ko, k1, ..., k,—1) uma n-upla de nimeros inteiros. Entdo, para todo ¢ > 0 vale,
n—1
KM(ta Z, y) S Z KM<t7 Zj, ijrl) S
7=0

n—1
<> min{1, /251y (25, 2, w540) =
j=0

= Z min{1,¢/2'} ¢; .

€L

Pela Desigualdade de Holder,

> min{l,¢/2}e; = Y (27 min{1,¢/2'})(27;) <

= icZ,
1 1
< [2[2“’ min{1, t/zi}]P] {Z[zwci]q} -
iz icZ
= V9,4 L0,4(C),
1 1
com—+-—-=1¢
va,q,tle[zwmin{l,t/Qi}]qql] .
1EL

Observagao 2.4.1. O lema acima ainda € vélido se ¢ = oo. Isso € obtido pelo Lema 2.4.1
e a discretizacdo da métrica, ja que

S @7 mind1, 1/271) (2 %) <I| (29 min{1,/27) [l | 277¢0) e

1€EZ



2.4 - Espacos de Interpolagdo 45

Proposi¢iio 2.4.3. Se 0 € (0,1) e q € [1,00), entdo a fungdo

agq(z,y) = inf Ty,4((ci)iez)
(Ci 1€EZL
€ uma métrica sobre XN X1, onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias derivadas

(¢;) obtidas por todas as sequéncias ligantes de x a y e todas as sequéncias (kj);?;ol, como
na Definicdo 2.4.1.

Demonstragdo:
Para cada z € Xy N Xy, temos que zp = x = z; é uma sequéncia ligante de x a x
em X, N X;. Para o conjunto unitério {ky = 0} vale

C; = Z JM(QO,Z]', Zj+1).

0=t

Isso significa que apenas o termo ¢ poderia ndo ser nulo. Porém, pela escolha da
sequéncia ligante, temos ¢y = Jy (2%, z,z) = 0. Assim sendo, vale ag ,(r, ) = 0.

E imediato também que ay ,(7,y) € R, para todos x,y € X, N X, pois para a
sequéncia zg = z e 2z = y e {ko = 0}, temos ¢ = Jy (1, 2,y) € Re ¢; = 0, para todo
ieZ\{0}.

Note que pelo Lema 2.4.2, vale, tomando o infimo sobre todas as sequéncias
derivadas de x a v,

KM(ta z, y) S 6,4, a@,q('xv y)a (222)

onde 7y 4 > 0 € uma constante que depende apenas de 6, g e t. Essa desigualdade garante
a positividade de ag , em Xy N X;.

Para a simetria de oy, sejam (z;¥) uma sequéncia ligante de x a y em X, N X;
e (ko, k1, ..., kn—1) uma n-upla de niimeros inteiros. Considere agora a sequéncia (y2"*)
dada por y; = x,_; e (70,71, ...,T,—1) uma n-upla de nimeros inteiros dada por 7, =
kn_1_r. Se (¢;)iez € a sequéncia derivada de x a y associada a sequéncia ligante (z7Y) e a
n-upla (ko, k1, ..., kn—1) e (d;),ez € a sequéncia derivada de y a = associada a sequéncia
ligante (y2*) e a n-upla (79,71, ..., Tn_1), vale

Loq((ci)icz) = Toq((d;)jez)-
Assim, se (c¢;) é uma sequéncia derivada de x a y qualquer, temos
g.q(y, 1) < g q(2,y).
Reciprocamente, se (d;) ¢ uma sequéncia derivada de y a = qualquer, temos
g,q(2,y) < agq(y, ©).

Disso, segue que ap ,(z,y) = agq(y, z) que € a simetria de .

Para a desigualdade triangular, sejam z,y,2 € Xg N X;eec > 0.

Entdo, existem sequéncias ligantes (a;;*) e (b;;Y) sequéncias ligantes de z a z e
de z a y, respectivamente, ambas em Xy N X; e (ko, k1, ..., kn.—1) € (los L1, -y lim—1)
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£

sequéncias finitas de nimeros inteiros tais que se (¢5) é a sequéncia derivada de = a z

. N A . . €,z N 3 7 A .
associada a sequéncia ligante (a;, ) e & n.-upla (ko, ki, ..., Kk, 1) e (d;) € a sequéncia
derivada de z a y associada a sequéncia ligante (b;;*)e & m.-upla (ly, [y, ..., ;. 1), vale

Poq((ci)) < apq(,2) +¢

Lo q((dj)) < agq(z,y) +e.

Definimos a sequéncia (e5¥) ligante de  a y em X, N X dada por e; = a, se
0<s<mn.ee,ir =b-se0<r <mg,ea(m.+n.)-upla (70, 71,72, ., Tm.+1n.—1)
dadapor7; =k;jse0<j<n.—le7, 4 =l,5e0<i<m,—1

Se (fr) é a sequéncia derivada de = a y associada a sequéncia ligante (e5¥) em
XoN Xy ea(m.+n.)-upla (70,71, ..., Tm.4n.—1) vale

agq(z,y) < Too((fi)) <

€ Tyal(as) + Toal(b) <

< agg(x,z) +agge(z,y)+2¢.

A passagem em (2) € decorrente da Desigualdade de Minkowski para os espagos
de sequéncias /.
Da arbitrariedade de € > 0, temos

O‘H,q(xa y) S 0497,1(37, Z) + Ozqu(Z, y)
[ |

Observagao 2.4.2. O resultado acima continua védlido se ¢ = oo e a demonstragdo ¢é
andloga ao caso ¢ < oo gragas ao Lema 2.4.1.

Observagdo 2.4.3. A desigualdade (2.22) nos diz que (X, N X7, o ;) estd continuamente
contido em (X, dx), pelas desigualdades (2.14) e (2.16).

2.4.2 Espacos de Interpolacao

Definicao 2.4.2 (O K -espago). Dados (X, X1)x, 0 € (0,1) e ¢ € [1, 0], definimos o
K ps-espaco como sendo o completamento relativo de (X, N X1, Bp,,) no espago (X, dx).
Denotaremos esse espaco por gfq e a métrica desse espago por Dy ,.

Definicdo 2.4.3 (O Jy-espaco). Dados (Xo, X1)x, 0 € (0,1) e ¢ € [1, 00|, definimos o
Jar-espaco como sendo o completamento relativo de (X, N X1, ap,) no espago (X, dx).
Denotaremos esse espaco por 75 4 € @ métrica desse espago por dp -
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2.5 Algumas Propriedades dos Espacos de Intepolacao
Métrica
Do mesmo modo que na interpolacao de espacos normados, a interpola¢ao do

espacos métricos gera espacos com propriedades bdsicas desse tipo de interpolacdo e
algumas dessas propriedades sdo inteiramente andlogas as do caso normado.

Definicio 2.5.1. Sejam (X, X;)x um par de espagos métricos compativeis e £ um
subconjunto de X.
Dizemos que (E, dg) é um espaco métrico intermediario para o par (Xg, X;)x
se
XoNX; CECX

e as inclusdes sdo continuas, considerando Xy N X; munido da norma Jy(1, -, -).

Lema 2.5.1. Sex,y € XoN Xje ?iq é o J-espago munido da métrica dy 4, entdo
d@,q(x7y> S a@,q(l‘7y) S (2>\)_6 JM(Q)\axvy)a V/\ S 2.

Demonstracdo:
Dados =,y € Xy, N X; sejam zp = z, 1 = y e A € Z. Entdo, por defini¢do, se
q < oo, vale

af (x,y) <Y {2‘1'9 AZ T (21w, y):| '

=y
=2 I (2), 2, y)]9, VAEZ.

Pela inclusdo dada na desigualdade (2.8), temos

dg,q(xa y) < OZZ’(L?((L', y) <

<> {2"9 ; JM(zi,x,y)r =

1€EZL

=[(2M 7 Ty (2), 2, 9)]9, VYAEZ.

|
Observagao 2.5.1. O lema acima continua valido se ¢ = oo pelo Lema 2.4.1.
K J
Proposicao 2.5.1. Se E/ = Y(,’q ou b = ?G,q’ existem p,n > 0 tais que
para todos x,y € F, e
dp(z,y) <nJ(1,z,y), (2.24)

para todos z,y € Xy N Xj.
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Demonstracdo:
Essas afirmacdes decorrem diretamente da desigualdade (2.5) e dos lemas 2.3.5 ¢
2.5.1 e continuam vélidas se ¢ = oc.
|

K

Observagdo 2.5.2. Em vista do Lema 2.2.3, temos que X, N X; € denso em (Yeyq,

IDB,q)
K

J . J
e em ()‘()ejq,d@q). E pela Proposicdo 2.2.3, temos que (?gjq,Dg,q) e (?ejq,d@q) s30
completos sempre que (X, dx) é completo.

K J
Como consequéncia da Proposi¢do 2.5.1, temos que ?90 e Xy, sdo espagos

intermediarios.

K J
Proposicao 2.5.2. Se &/ = ?G,q ou B = Y@,q’ entdo vale
de(z,y) < Ct 0Ty (t,z,y), Vz,y € XoNX;.

Demonstragdo:

K
DSeE=X,,
Como Ky (s,z,y) < min{l,s/t}Jy(t,x,y), para todos z,y € Xy N Xj,
aplicando ®4 , com relagdo a s, temos

69,q(x7 y) S t_eMO,qJM(ta Z, y)
Em X, N X, vale 8y, > Dy ,. Logo,
De,q($> y) S t_9M€7qJM(t7 x, y)

e o resultado segue tomando C' = My ,.
J
2)Se = Xy,:
Dado t > 0, existe \y € Z tal que 2% < ¢t < 2% Como Ju(+, -, ) é ndo
decrescente na sua primeira entrada, segue

Ju (2%, 2,y) < Ju(t,z,y) < Ju(2 2, y).
Ainda, de 2% < ¢ < 2%%! temos
t <20t = 2700 <9070,
Acoplando essas desigualdades, temos
(2%) (2%, 2,y) < 2670 T (t, 2, y).

Pelo Lema 2.5.1, temos o resultado, com C' = 29
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Esta € uma propriedade também verificada pela interpolacdio de espacgos
normados.

Corolario 2.5.1. A proposicdo anterior é equivalente a

dE(Iay) < O(dO(Iay))l_G(dl(xay))67 V%y € XO N Xl

onde |/ = ?;q ou bl = ?gq.

Demonstracdo:
(=): Basta tomar t = dy(x,y)/d1(x,y).
(«<): Paratodo t > 0 vale do(z,y) < Ju(t, z,y) e di(z,y) < Ju(t, z,y)/t.
Assim,

dp(z,y) < C(JIut,z,9) ((Ju(t, 2, y9)/t)" =
= Ct 0Ty (t, x,y).

|
Teorema 2.5.1. Temos que
X,,C X,
0,q < 0,q
com
?J
Dy o(7,y) < 2V,001dog(7,y), Vr,y € Xy,
Demonstracdo:
E suficiente provar que
Boq(r,y) < cagy, Yy € XoN Xy, (2.25)

para alguma constante ¢ > 0. Para tanto, sejam z,y € Xy N X, (z2Y) uma sequéncia
ligante de x a y em X N X e (ko, k1, . . ., k,—1) uma n-upla de ndmeros inteiros. Como
foi feito no Lema 2.4.2, temos

n—1

KM(t7x7y) S ZKM(taxjaxj-i-l) S

=0

n—1
S min{1, ¢/25} Iy (29, 5, 500) =
=0

= Z min{1,¢/2'} ¢;

1€Z

IN

para todo ¢ > 0. Em particular, se ¢ = 27, vale

Ky (27, 2,y) < Z min{1,27""} ¢;.

1E€EL
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Se: =k + j, temos

Ky (27, 2,y) < Zmin{l, 207 ¢; =

€L

= min{l,27"} ¢y =
kEZ

=Y 2 min{1,27*} 27 ¢y
keZ

Agora, aplicamos o funcional I'y , com relagdo a varidvel j e temos

Loq(Kn(2,2,9)jez) < Tog((chei)jez)) Y2 min{1,27%}.
kEZ

Em virtude do teorema de discretiza¢do da métrica 3y ,, podemos escrever

ﬁqu(l', y) S 2 Y6,0,1 Oée,q(33> y)

Agora, aplicamos o Lema 2.2.4, para A = X, N X1, m1 = Boq M2 = apq €
BIXCOIHdX :dB.
|

Esta inclusdo também é verdadeira para a interpolacio de espagcos normados. No
entanto, no caso normado, temos o Lema Fundamental da Interpolacdo que garante a
inclusdo contrdria.

Para o caso métrico, ndo sabemos se existe um andlogo ao lema fundamental.

Proposicdo 2.5.3. Dado um par de espacos métricos compativeis (Xo, X1)x, 0 € (0,1)
e q € [1,00] se a fungdo inclusdo de (XU X1,dx) em (XoU X1, K(1,-,-)) é continua,
entdo

Ku(t,z,y) < Cdp(z,y), Va,y € EN(XoUX)),

onde | = ?(Z ou bl = ?iq'

Demonstracdo:
K
DSeE=X,,
Jasabemos que K (t,a,b) < max{1,t/s} Ky (s,a,b), paratodos a,b € X UX];.
Assim
min{1, s/t} Ky (t,a,b) < Ky (s,a,b), Va,be XqUXj.

Aplicando ®y , com varidvel s e usando o Lema 1.3.1, temos
t_eMG,qKM (ta a, b) S Be,q(av b)7

ou ainda
Ky (t,a,b) < MQ_’qlteﬁaq(a, b),
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para todos a,b € Xy N Xj.

K
Sejam agora x,y € )?97(1 N (Xo U X;). Entdo, existem sequéncias de Cauchy (z,,)
e (yn) em (Xo N Xy, By,) tais que lim dx(x,,x) = lim dx(y,,y) = 0. Assim, vale
n—oo n—oo

KM(ta Ly, yn) S Mequteﬁ&q(xn; yn)v

para todo n € N.
A desigualdade acima € vdlida para quaisquer sequéncias aproximantes de = e de
yem (XoN Xy, fy,). Logo,

. . . . -1 .40
inf lim Ky (¢, 2, yn) < inf T My 87 B 4 (20, yn),

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias aproximantes de x e de y em (X, N
X1, Bp,4)- Da inclusdo continua da hipétese, segue K/ (¢, z,y) < Mefql t? By.q(,y)
K

9,4 LEMOS

Se xg = x,x1,...,T, =y é uma sequéncia ligante de x a y em )_f

3
—

n—1
Ku(ta,y) < Kyt ag,wp) < My, 17 By, ).
0 k=0

i

K

p,q» (EMOS

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes de = a y em ?

KM(t,iC,y) S M@qu te D97q($,y>-

2)Se B =X,

K
A demonstragio segue de Ky (t,2,y) < Ct'Dy,(x,y), Va,y € Ye,q e do
teorema anterior, ja que

J
D67q($7 y) S 2 Y6,00,1 dg,q(l', y)a vxv ) S ?G,q'

Essa propriedade também € verificada pelos espacos de interpolacdo gerados pela
interpolacdo de espagos normados.

Definicdo 2.5.2. Dizemos que (Xo, X)y satisfaz a condicdo # se para todos z,y €
Xo N X7, existem uma sequéncia ligante (z;), de = a y em Xy N X; e uma n-upla de
numeros inteiros (ko, k1, . . ., k,—1) de modo que para alguma constante -y, vale

com ¢ = (¢;) sendo a sequéncia derivada de = a y em X, N X, associada a sequéncia
ligante e & n-upla de niimeros inteiros acima..
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E imediato que para pares de espacos que satisfazem a condicao H temos
?] K
0.9 — “*04
com métricas equivalentes.

Essa definicdo é a maneira de contornarmos o estudo dos espacos métricos
onde vale a inclus@o contraria. Espacos onde valha algum tipo de teorema como o
lema fundamental da interpolacdo dos espacos normados, necessariamente satisfazem a
condi¢do H.

Teorema 2.5.2. Seja (X, X1)x um par de espagcos métricos compativeis. Entdo

a) Denotemos, para o par (Xo, X1), nesta ordem, o espaco interpolado K5 por
(XO,Xl)gq e para o par (X1, Xy), nesta ordem, o K-espaco interpolado por
(X1, Xo)gfq. Entdo, vale

(X0, X1)gg = (X1, X0)12 0,4
com métricas iguais.
b) Ygfq C Yéfr se q < reainda
Dyq(x,y) < C" Doy(,y),

para todos .,y € ?Q,r.

Demonstracdo:

item a)

Sejam z,y € Xy U X; e () uma sequéncia ligante admissivel de z a y em
Xo U Xj.
E facil ver que hy(xy, 2pi1; (Xo, X1)) = t by (2, 21e1; (X1, Xo)), para todo k =

0,1,...,n — 1, onde os argumentos (X, X;) e (X, Xo) sdo adicionados aos funcionais
para diferenciar a ordem em que os espacos métricos compativeis estd sendo considerada.
Entao,
n—1 n—1
t Z By (g, Tpq1; (Xo, X1)) = Z hi(wg, 2rt1; (X1, Xo)).
k=0 k=0

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes admissiveis de = a y, temos
tKM(tilv z,Y; <X07 Xl)) = KM(t7 T,Y; <X17 XO))
Aplicando o funcional ® ,, temos

Br-0.4(,y; (Xo, X1)) = Boq(, y; (X1, Xo)).
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Consequentemente, levam ao mesmo completamento relativo e ambos t€ém a
mesma métrica, ou seja,

D1—9,q($; Y; (X07X1)) = De,q(%?ﬁ (Xh Xo))-

item b)
Sejam z,y € X, N X;. Usaremos a equivaléncia de /3y , com sua versdo discreta.
Com efeito, se ¢ < r, temos que ¢,(Z) C ¢,.(Z). Fixado § € (0,1) considere a
sequéncia cujo termo geral € dado por

e =2"" K28 z,y), keZ

Temos || (ci)rez lle,=Il (Kn(2%,2,9))kez |5, Para todo p € [1,00]. Como,
Boa(z,y) e || (Kn(2%,2,9))kez |, sd0 equivalentes para todo 6 € (0,1) e todo ¢ €
[1, 00] e como || (K (2%, 2,y))kez llng,, S| (Kar(2,2,9))kez [n,,, paratodo 6 € (0, 1),
segue o resultado acoplando as desigualdades.

Além disso, pelo Lema 2.2.4, temos

’Daq(l‘, y) < DH,T(L y>7

para todos z,y € ?g}r.
n

Como ja comentado, uma questdo que estd em aberto € saber se o K-espagco
métrico e o .J-espago métrico coincidem, com métricas equivalentes, isto €, se algum
par de espacos métricos compativeis satisfaz a condicdo H na Defini¢do 2.5.2.

Essa questdo se traduz, em analogia ao caso da interpolacio normada, em
sabermos se existe um lema fundamental de interpolacdo métrica.



CAPITULO

INTERPOLACAO DE OPERADORES DE
LIPSCHITZ

Nesse capitulo vamos relacionar os espagos de interpolacio com operadores
lipschitizianos definidos nesses espacos. De um modo geral, mostraremos que a
propriedade de ser lipschitiziano de um operador € invariante por interpolagdo métrica.

Esse resultado ¢ importante porque através dele mostraremos que sob algumas
condicdes, a compacidade desses operadores também pode ser preservada. Muitos
problemas em analise recaem em propriedades de operadores compactos, COmo no caso
particular de operadores lineares compactos que desempenham importante papel na teoria
da aproximacao.

Neste capitulo considere os pares de espagos métricos compativeis (Xg, X;)x e
(Yo, )y

Definicao 3.0.1 (Operadores Lipschitz). Sejam (M, dy;), (N, dy) espagos métricos e T :
M — N. Dizemos que 7" é um operador Lipschitiz se existir uma constante 7 > 0 tal
que

dn(T(2),T(y)) < vdu(2,y), Yo,y € M.

Além disso se 17" € um operador de Lipschitz,

o @) )

¢ chamada de constante de Lipschitz de 7T'.

3.1 Interpolacao de Operadores Lipschitz

Para evitar possiveis confusdes, quando estivermos lidando com dois pares de
espagos métricos compativeis (Xo, X7)x e (Yo, Y1)y, iremos agregar os simbolos
para nos referirmos ao par (X, X1)x e Y para nos referirmos ao par (Y, Y;)y em cada

54
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funcional ou notac@o que se fizer necessaria essa distingao.

Teorema 3.1.1. Fixados 0 € (0,1) e ¢ € [1,00|, se (Y,dy) é completo e o operador

T : X — Y tem as propriedades seguintes

lim dx(z,,2) =0 e lim dy(T(z,),y) =0=T(x) =v,

n—oo n—oo

T,=T| :X;,—Y, (i=0,1),

Xi

dn(ﬂ(l’),Tl(Z)) Swidxi(x,z), T,z € X, (i:()?l)?

entdo,
K K
Ty, = T‘ o 29761 — 79,(1
Xog
e
D o (Tyo(), Too(2)) <t 9D, <(z,2), z,2€ Xy
(9,(1,? 0,q » 40,q — >0 1 97%? ) ) ) 0,q°
Demonstracdo:

Inicialmente, das propriedades (3.2) e (3.3) afirmamos que

t
Ky (t,T(x), T(z2), 7) < woKym (ﬂ,x, 2, ?), x,z € XoU Xj.

Wo

3.1

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Com efeito, sejam ()4, Uma sequéncia ligante admissivel de x a z em Xy U

Xy.Paracadak =0,1,...,n — 1 vale

wo htw (T, Thya; }}) = wo dx, (Tk, Tpy1) >
wo

> wowy tdy, (To(xr), To(Ther)) >
> hy(To(er), To(wgs1); V)

sempre que {zx, Tp41} € Xo € {z, Tp1} € X1
Do mesmo modo,

wit
wo e (T, Thor; ?> = w; wo dx, (T, Tpy1) =
w 0
= wi tdx, (T, Tpt1) >

> wi twy dy, (Th (1), Th (g41)) >
> hy(Ty(xg), Ty (Tga1); 7)

sempre que {zx, Tp41} C X1 € {zp, 2pi1} € Xo.
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Por dltimo, se xy, i1 € X1 N X,

wrt
wo htwy (Tk, T 7) = wo min{dx, (Tg, Tk+1), o dx, (Tg, Tpy1)} >
0

> min{dy, (To(xr), To(Tr+1)), t dy, (T1(zr), Ty (2411)) } =
= h(T (), T(ws1); V).

Portanto, para toda sequéncia ligante admissivel (x} %) 44, temos

n—1 n—1
Z he(T(wr), T(xp41); 7) < wp Z h%(%ﬂﬂh X2)
k=0 k=0

Na desigualdade acima os indices do operador 7" indicando suas restri¢des foram
retirados uma vez que o operador 7" estd definido em todo o espago (X, dx).

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes admissiveis de x a z em
Xo U X1, temos

Ku(t,T(z),T(2); ) < wo Ku(“2 0,2 X).

Aplicando o operador ®y , na ultima desigualdade e usando o Lema 1.3.1, temos

By (T(2), T(y)) < wy *wiBy, 3(x,9), =,y € XoN X1 (3.6)

Seja agora x € YKq. Devemos mostrar que 7'(x) € 79q De fato, seja (z,)
uma sequéncia aproximante de . Como (x,,) é de Cauchy em (Xo N X, Bo.q y) segue
da desigualdade (3.6) que (T'(z,)) ¢ de Cauchy em (Yo NY1, 5, ). Da 1nc1usao de
(Yo N Yy, 59,%7) em (Y, dy ), segue que (7'(x,)) € uma sequéncia de Cauchy em (Y, dy).
Como este ultimo espaco é completo, existe y € Y tal que

lim dy (T(x,),y) = 0.

n—0o0

Pela propriedade (3.1), segue T'(x) = y. Assim, T'(x) € 79 T

Agora, sejam z,y € YQ .~ Temos, para quaisquer sequéncias aproximantes (x,,)
de x e (y,) de y, que

D, 7 (T(2), T(y)) < Boqy(T(x), T(y))
< lim B, $(T(zn), T(yn))

n—oo

= nh_{{.lo ("')0 wl 59’(]7})(‘1%7 yn)a

onde 3y 4y € a fungdo distancia associada a métrica 3y, y .
Tomando o infimo sobre todas as sequéncias aproximantes de = e de y em (X N
X1, By.q.x), temos
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Doy (T(2), T(y)) < wy ' w Bogx(z,y),

)?K
para todos x,y € X .

K
Seja agora uma sequéncia ligante xo = x,x1,%2,..., T, = Y € )_(>9q de z ay.
Temos

Doy (T(x), T(y))

IA
>}

0.0y (T (1), T(2141)) <

ﬁe’quV (ka xk+1)-

K

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes de = a y em }9 o

temos

Doy (T(2), T(y)) < wy  w{Dy g x(z, ).

Essa desigualdade implica na continuidade de 75 4.
|

Observacdo 3.1.1. No teorema anterior, ndo exigimos a continuidade de 7" de (X, dx)
em (Y, dy). Em troca, exigimos que a aplicacdo 7" possua uma propriedade especifica e
também exigimos que (Y, dy) seja completo. O teorema seguinte mostra que podemos
obter 0 mesmo resultado que o teorema anterior, se trocarmos a completude de (Y, dy) e
a propriedade (3.1) por apenas a continuidade de 7" de (X, dx) em (Y, dy).

Teorema 3.1.2. Se o operador T é continuo de (X, dx) em (Y, dy ) e satisfaz as condigdes
(3.2) e (3.3) como no teorema anterior, entdo vale

K K
qu — T X ?9’(] — 707(1
X,
e
K
D, (T(@).T(2) < wi *iD, 5(z,2), w.2¢€ X,
Demonstracdo:

K K
S6 precisamos mostrar que, T(Yaq) - 797 o, Dois o restante da afirmagio tem

demonstracao idéntica a demonstracdo do teorema anterior.
K
De fato, seja x € 797(1. Entdo, existe (zx)ren sequéncia de Cauchy em (X, N
K
X1, 8,,3) tal que klim dx(xy,z) = 0. Vamos mostrar que w = T'(z) € 79 .- Para cada
Eh 5 ﬁw k)

k € N seja wy, = T(zy). Temos, para todo k € N

T € XoN X = wy = T(.Z'k) € T(XO N Xl) - T(Xo) N T(Xl)
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Pela condi¢do (3.2), temos que 7'(X;) C Y}, i = 0,1. Disso segue que wy, =
T(zy) € Yo NY, paratodo k € N. Pela desigualdade (3.6) temos que (wy) é de Cauchy
em (Yo NY1, B, . ). Além disso, da continuidade de 7' : X — Y, segue que

lim dx(zg,z) =0 = klim dy (T(xy), T(x)) = lim dy (wg, w) = 0.
—00

k—o0 k—o0

Portanto, (wy, = T(z)) € uma sequéncia aproximante de w = T'(x), sempre que

(xy) for uma sequéncia aproximante de x. Consequentemente, w = 1'(z) € 79”.
O restante da demonstragdo € idéntico ao Teorema 3.1.1.
[

Corolario 3.1.1. Sejam (Xo, X1)x e (Yo, Y1)y pares de espacos métricos compativeis

tais que X; = Y;, comi = 0,1, X =Y, com métricas iguais e (X, dx) completo. Se
K

wy Wl < 1, entdo T tem um tinico ponto fixo em ?G,q'

Demonstracdo:
K
Admitindo que (X,dx) é completo, segue que (?97(1,1)97(1) ¢ completo, pela

Proposicdo 2.2.3. Entdo, podemos aplicar o principio da contragdo de Banach.

|

Lema 3.1.1. Se a > 0, z,y € XoN Xy, (xY) é uma sequéncia ligante de x a y em
XoN Xy e (ko, ki, ..., ky_1) é uma n-upla de niimeros inteiros, vale

(™ min{1, a}]? Z {2_"9 Z JM(Ql,xj,xjH)} <

i€Z kj=i
q
S Z |:(QZ CL)_G Z JM(QZ a, ZL‘]‘, ZL‘j+1):|
i€Z kj—=i
q
<l max{1,a)l [0 S )|
€L k‘j:i

Demonstracdo:

Sejama > 0ez,y € XoN X;. Como Jy (A, z,y) < max{l, A/B} Jy(B,x,y),
para todos A, B € (0,0) e

1

min{l, B/A} = max{1, A/B}’

temos

Ju(B, . )Smax{l,B/A},

. M Y
mm{l,B/A} S m

ou equivalentemente,

min{l, B/A} Jy (A, z,y) < Jy(B,z,y) < max{l, B/A} Jyu (A, z,y).
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Entdo, para A = 2e B=2q,
min{1,a} Ju (2", z,vy) < Ju(2'a, 2,y) < max{1,a} Jy (2", 2, y),

qualquer que seja i € Z. Assim, se (z¥) é uma sequéncia ligante de z ay em X, N X; e

(ko, k1, ..., kn_1) é uma n-upla de nimeros inteiros, vale
min{l, CL} Z J(2Z, Zj, Q?j+1> S Z J]\/[(2Z a, Tj, l’j+1)
kj=i k=i
< max{1,a} Z T (25 25, 2541)
kj=i
ou ainda
afe min{l, a} 271’9 Z JM(2Z, Zj, :CjJrl) S (2Z &)79 Z JM<QZ a, Tj, ijrl)
k=i k=i
< a ¥ max{1,a} 27" Z T (2, 25, 541)
k=i
Portanto,
q
o min{1,a)} 0|2 Y (2| <
€L k‘j:i
q
<> {(21 a)™" > Ju(2a,x;, 93]'+1)}
€L k]’:i

< [o max{1,a}]* > [2—“’ > JM(Qi,xj,xjH)r.

1€EZ k’j =1
[ |

Teorema 3.1.3. Se T': X — Y é uma aplicacdo com as propriedades (3.1), (3.2) e (3.3),
entdo temos

T:X,, Y, (3.7)

J
dg,q,?<T($)aT(y)) < max{wo, w1} d(,’qg(a:,y), T,y € ?9@‘ (3.8)

Demonstracdo:
Sejam z,y € Xy N X3, (oY) uma sequéncia ligante de x a y em Xy, N X; e
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(ko, k1, - .., kn_1) uma sequéncia de niimeros inteiros. Assim, temos
> Ju(2, T (), T(w4n); V)= > max{dy, (To(w)), To(w41)), 2'dy; (Ti(2;), Ti (w511))}
k=i k=i
<Y maxf{wy dx, (w5, 7541), 2 wi dx, (25, 2541)}
kj=i
<wp Yy max{dx,(r;,41), 2 w1 /wo dx, (x5, 541)}
k=i

= W Z JM(inl/wo,xj,ach; ?) .

kj=1
Aplicando o funcional I'y ; nas sequéncias derivadas geradas acima:

o, 7 (T(@). T(y)) < g > {2_% Z i (2'wi Jwo, T, T i1 ?)]

€L =1

= w(wrfwo)’t Y [(2’@1 Jwo) ™D " Tn (2w Jwo, 2, T4 ?)} q

i€EZL kj:’i
q
= wélia)q W?q Z [(2%«]1/0)0)0 Z JM(QZUJl/UJO, l’j, xj+1; Y):| .
€L kj=t

Usando o Lema 3.1.1, com a = w; /wy, temos
O‘g,q’?(T('x)v T(y)) < max{w()a wl}aqu’? (.737 y)7
para todos x,y € XN X;.
. J J .
Seja agora x € )_(>97q. Vamos mostrar que 7'(z) € 79,(1. Com efeito, como
J
NS ? ¢» EXiste uma sequéncia aproximante de z em Xy N X;. Como
Oé97q7?(T(Z‘), T(y)) S maX{Wm wl}ag,q’?(x7 y)a \V/ZL’, y e XO N Xla

segue que (7'(x,)) é de Cauchy em Yy NY;. Como (y, = T'(z,)) é de Cauchy em
(YoNYi, q, , 7). que estd continuamente incluso em (Y, dy') que € completo, existe y € Y’
tal que

lim dy (y,,y) = 0.

n—oo

J
Da propriedade (3.1) segue T'(x) = y e logo, T'(x) € 79#.
O restante da demonstragdo € andlogo a demonstracdo do Teoreoma 3.1.1.
|

3.2 Compacidade de Operadores Lipschitz nos Espacos
de Interpolacao Métrica

O estudo da interpolacio de operadores compactos é um dos temas mais
importantes dentro da teoria de interpolacdo. No cldssico artigo de Lions-Peetre [14]
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temos os dois resultados mais famosos para o caso de espagos normados. Esses foram
seguidos por diversas generalizacdes ao longo dos anos, como os teoremas de Persson
[17], Hayakawa [11], Cobos e Fernandez [7], Cobos, Edmunds e Potter [6], e Cwikel
[8] e [9]. Todos esses resultados sdo para operadores lineares, exceto um dos artigos de
Cwikel que trata de operadores Lipschitz, porém em espacos normados.

Aqui apresentamos resultados para operadores Lipschtiz, na linha dos teoremas
de Lions-Peetre.

Definicao 3.2.1. Sejam (A, d,), (B, dp) espagos métricos e 7' : A — B um operador
qualquer. Dizemos que 7' é um operador compacto se 7' é continuo e para todo conjunto
limitado L C A tem-se 7'(L) C B é um conjunto compacto.

A definicdo acima € equivalente a dizermos que 7' é compacto quando a imagem
por T' de uma sequéncia limitada em (A, d,) possui uma subsequéncia convergente em
(B,dg).

Lema 3.2.1. Se Xy = X; = X e dy = dy = dx, entdo dados 0 € (0,1) e q € [1,00),
entdo 75; = Xoe My,dy = Dy,

Demonstracdo:
Temos

n—1 n—1
do(w,y) <Y dolwg, wr1) = Y (g, @)
k=0

k=0

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias ligantes admissiveis de x a y em
Xo U Xy, temos dy(z,y) < K(1,z,y), para todos z,y € Xj.

Como K(1,z,y) < max{1,1/t} K(t,z,y), temos

min{1,t} do(z,y) < K(t,z,y).
Por outro lado, K (¢,z,y) < min{l,¢} J(1,z,y) = do(z,y). Logo,
K(t,z,y) = min{l,t} do(z,y).
Aplicando o funcional ®, , temos
Bo,g = Mo,q do.

Agora, como Xy = XN X; C ngfq C X = X, temos kafq = Xo.
[ |

Proposicio 3.2.1. Sejam (Xo, X1)x um par de espagcos métricos, 0 € (0,1), g € [1, 0]
e (F,dg) um espaco métrico. Se T é um operador que satisfaz

i) T: F — X estd definido;
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ii) T : F' — Xy é um operador lipschitiziano compacto;
iii) T : F' — X, € lipschitiziano,
entdo T : F' — X ¢ lipschitziano e compacto.

Demonstracdo:

Pelo Lema 3.2.1, temos F' = ?gq edrp = (Mg’q)_l Deq +. Pelo Teorema 3.1.1,
desigualdade (3.5), temos

D, .3 (T(2),T(y)) <wy D, z(x,y), w,y€F,

onde w; € a constante de Lipschitz do operador 7' em cada espaco X;, com ¢ = 0, 1.

Portanto, " : F' — qu esta bem definido.

Seja (x,,) uma sequéncia limitada em (F, dr). Como X, N X; é denso em ?gfq,

podemos, sem perda de generalidade, considerar que 7'(z,,) = y, € Xo N X, para todo
n € N. Da compacidade de 7" : F' — X, existe uma subsequéncia (y,, ) que converge,
segundo a métrica d, para um ponto, digamos y € X,.

Devemos mostrar que y € X, ¢ que D, 3T (zn,),y) — 0, quando k — oo.
Para todos r, s € N, vale, pela Proposicdo 2.5.2 e pelo Corolério 2.5.1, que

By gz (T(xn,), T(wn,)) < Cldo(T(wn, ), T(n,))]' ™ [d1(T (wn, ), T(2,))]"
< Cldo(T (2, ), T(wn))]' ™ w1 dp(n,, 20,))"

onde C' é uma constante positiva conveniente advinda da combinagio da constante C' do
Coroldrio 2.5.1 com a constante do Lema 3.2.1.

Como (x,,) € limitada em (F,dr) e (y,,) é de Cauchy em (X,,dy) (pois num
espaco métrico toda sequéncia convergente é de Cauchy), segue que (y,, ) ¢ de Cauchy
em (Xo N Xy, B, 3). Como dx(z,y) < Codo(,y), para todos z,y € Xo, temos

lim dx(yn,,y) = 0.
k—o0
Logo, y € ngfq. Agora, para cada k& € N, temos
DG,q(?Jnka y) S jlinolo Be,q(ynka ynj) S
]179 [dl(ynk7 ynj)]e S
< U hm [dﬁ(ynkv Yn; ]1_9 [
Jj—o0

S Ma hm [dO(ynk7 yn]‘)]l_e )
j—o0

onde M > 0 € uma constante que ndo depende de k. Tomando o limite com £ — oo na

desigualdade acima, temos o resultado, ja que (v, ) ¢ de Cauchy em (X, do).
Portanto, 7' € um operador compacto.



CAPITULO 4

ESPACOS METRICOS versus ESPACOS
NORMADOS

Neste capitulo tracamos um paralelo entre a interpolacdo de espagos métricos e a
interpolacdo de espagos normados usual.

Mostramos que o método de interpolacao de espagos métricos desenvolvida nesse
trabalho é ainda um método de interpolacdo vélido para espacos normados, com a
vantagem de ndo depender da estrutura algébrica do espago, como dependem por exemplo
os métodos K e .J desenvolvidos por Peetre que estdo fortemente ligados a decomposi¢ao
em componentes algébricas para o método K e a convergéncia de séries como no método
J.

4.1 O Método de Interpolacio de Espacos Métricos no
Ambiente dos Espacos Normados

Lema 4.1.1. Sejam (X, || - ||x) e (X, || - ||x) espacos vetoriais normados tais que X é
um subespago vetorial de X e existe C > 0 de modo que || z ||x< C || = ||x, para todo
x € X. Entdo, o completamento relativo de (X, || - ||x) em (X,]| - ||x), denotado por
(Xa, || - |lxy) € um subespago vetorial de X que contém o subespago X e cuja norma
I+ lx satisfaz

|z |x<C ||z ||xy, V€ Xx

e
|2 lxe<ll @ lx, Vo€ X.
Demonstracdo:
Sejam z,y,z € Xy e A € F (R ou C). Como (X, || - ||x) é um espago vetorial
normado, segue que (z, + Ay, ) ¢ uma sequéncia aproximante de = + A y sempre que (x,,)
e (y,) forem sequéncias aproximantes de x e de y em (X, || - ||x).

Com isso, mostramos que X y € um subespaco vetorial de X'.

63
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Vamos agora mostrar que a métrica d definida para o completamento relativo de
(X,]| - |lx) em (X,]|| - ||x) é na verdade, uma norma para esse completamento, que
denotaremos por || - ||x,. Para tanto, é necessdrio apenas mostrarmos que essa métrica é
invariante por translacdo e a propriedade || Az ||x,= |A| || z ||x,-

Sejam x,y,z € Xy. Vamos mostrar a invariancia por translacdo apoiados em
duas afirmagdes:

Afirmacao 1: A funcdo distdncia associada a || - || x € invariante por translagdo.

Vamos denotar essa funcio distancia por dx. Temos

dx(x + z,z+y) =inf lim || r, — s, ||x,
n—oo

onde o infimo € tomado sobre todas as sequéncias aproximantes de x + z e de z + y em
(X [+ [lx)-

Quaisquer que sejam (x,,), (y,) e (z,) sequéncias aproximantes quaisquer de x, y
ezem (X, | - |x), vale

i || 2 = yn [|x= lim [} (20 + 20) = (20 + yn) [[x - 4.1)
n—00 n—00

Por outro lado, dadas (7,,), (s,) e (z,) sequéncias aproximantes quaisquer de z+z,
de z + y e de z, respectivamente, vale

nh_glo | (rn = 2n) = (0. — 20) |lx= nh_{Iolo | 70— snllx - (4.2)
Tomando o infimo sobre todas as sequéncias aproximantes de x e de y na
igualdade (4.1), temos dx (x,y) > dx(z + 2,2 + y).
Note que (7, — z,) € uma sequéncia de Cauchy em (X, || - ||x) e

|Th—2zn—x|lxa—||z+2—2—2||»=0

e 0 mesmo raciocinio pode ser empregado para (s, — z,). Portanto, (r, — z,) é uma
sequéncia aproximante de x em (X, || - ||x) e do mesmo modo, (s, — z,) é uma sequéncia
aproximante de y em (X, || - ||x).

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias aproximantes de  + z e de z + y na
igualdade (4.2), temos dx (z,y) < dx(z+ 2, z+v). Logo, vale dx (z,y) = dx (v +z, 2+
y), para todos z, y, z € Xy e temos a invarilncia por translacoes.

Afirmaciio 2: Para todos v € Xy e \ € F, vale dx(\z,0) = |\ dx(z,0).

De fato, se (x,,) é uma sequéncia aproximante de x em (X, || - || x), entdo (A x,,) é
uma sequéncia aproximante de Az em (X, || - ||x) e vale a reciproca, para A # 0. O caso
A = 0 é trivial. Seja entdao, A # 0. Temos

dx(Az,0) = inf lim | Az, — A2, ||x= |\ inf lim || 2, — 2, ||x= |\ dx(z,0),
n—oo n—oo

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias aproximantes de x e de 0 no espago

(X M%)
Por dltimo, vamos mostrar que a métrica do completamento relativo € uma norma.
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Paraz,y, z € Xy, dada qualquer sequéncia ligante g = =, x1,..., 2, =y € Xa,
temos que zg = o+ 2,21 = 1 + 2, ..., 2, = T, + 2 € uma sequéncia ligante de = 4 z a
z+yem Xy e vale

1 1

—_
3
I

n—

3
I

dX(ask,ka) = dX(a:k+z,xk+1 +Z) = dx(Zk,Zk_H).
k=0 k=0 k=0
Agora, se mp = x + z,mq,...,ms = 2 + 1y € Xy € uma sequéncia ligante de
r+zemz+y, temosquec; =m; —z € Xy,parat =0,1,...,s — 1 é uma sequéncia

ligante de x a y em X y e vale

s—1 s—1 -1
dx (my, my1) = > dx(me — z,mp41 — 2) g dx (Ck, Cri1)-
k=0 k=0 k=0
Dessas observagdes, temos a invaridncia por translagido de || - ||5,, tomando os

infimos sobre as sequéncias ligantes adequadas consecutivamente.
Usando raciocinio semelhante, mostra-se que | Az || x,= |A| || || x-
|

Proposicao 4.1.1. Se (Xy, X1)x € um par de espacos normados compativeis e Ky(-, -, -)
é o K-funcional definido para espagos métricos, entdo Ky(t, -, ) é uma norma em X, N
X, considerando X = Xo+ Xy edx(x,y) =|| x — y || xg+x,, para x,y € Xy + Xi.

Demonstracdo:
S6 precisamos mostrar que Ky (t,z + z,y + z) = Ky (t, z,y), para todos =,y €
XoUXieze XonXye Ky(t, Az, \y) = |\ Kt x,y), paratodo A € F (R ou C).
Com efeito sejam (z2Y) .4, uma sequéncia ligante admissivel qualquer de x a y
em XU X;. Considere a sequéncia admissivel(z;”;”’y“)adm, dada por 2z, = z + 2, para

0 <k < n. Temos
n—1
Z he(2k, Tpy1) Z Ry (21, Z41)-
k=0

Logo, Ky (t,x + z,y + 2) = Ky (¢, x, y), bastando tomar os infimos sobre todas
as sequéncias ligantes admissiveis de x a y em XU X e depois sobre todas as sequéncias
ligantes admissiveis de x + z a z + y em X, U X, obtendo a desigualdade inversa.

Agora, seja A € F. Se (p)qam € uma sequéncia ligante admissivel qualquer de
rayem XoU X, temos que (A p)“*Y),am é uma sequéncia ligante admissivel de A x a
Ay em Xy U X;. E vale

3
L

he(Aprs Aprr1) = |Al Z e (pres Pre41)-

B
Il

0

Isso é suficiente para garantirmos que Ky (¢, Az, A\y) = |A| Ky (¢, z,y).
As demais propriedades de norma j4 sao satisfeitas pela métrica.
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Corolario 4.1.1 (Outro Método de Interpolagdo). Se (Xo, X1)x € um par de espagos

normados compativeis e Ky (-, -, -) € o K-funcional definido para espacos métricos, entdo
fixados 0 € (0,1) e g € [1,00], 0 espaco éfq, definido para os espacos métricos, é um
espaco de interpolacdo exponencial exato para o par (Xo, X1)x, considerando X =

Xo + Xy e métrica em X dada por || - || xy+x,-

Demonstracdo:

Com efeito, seja X}fg’ o espago que € o completamento relativo de Xy N X; com

relacdo a norma
1/q

I o= [ Bt
0

no espaco X = Xy + X; com norma || - ||x,+x,- Pela pProposi¢do 4.1.1 e pelo
Lema 4.1.1, segue o resultado, completando o espago normado (X, N X3, By ) no espaco
normado (Xo + X1, || - ||x,+x,) € bastando observar que operadores lineares continuos
em espacos normados sdo operadores lipschitzianos.

[ |

Lema 4.1.2. Para todot > 0 e todo x € Xy N X, temos
KN(t,.’L') < KM<t,£L') < BKN<t,£L'),

onde Ky (t,x) == Ky(t,z,0) e Ky é funcional K definido para a interpolagdo de
espacos normados usual.

Demonstragdo.

Mostraremos K (¢, z) < 3 Kx(t,x) primeiramente.

Sejamx € XoN X, ez = 29+ 21 € Xo+ X;. Considere a sequéncia ligante
admissivel de z a 0 em X, U X :

Yo =T, :x07y220793:$17y4:0

e em X, considere anormat | - ||;. Temos

3
Ky (t,x) < Z he(Yks Y1) =
k=0

= he(Yo, y1) + he(y1, y2) + he(y2, y3) + he(ys, ya) =
= ht(ﬂfl,O) + ht(l'o,()) + ht(.ilfl,O) + ht(ml,O) §
<3l wo llo +¢ || 21 [l1) -

Portanto, tomando o infimo sobre todas as decomposi¢des zy + x1 = & no espaco
Xy + X;, temos

M(t,z) <3Kn(t,z), Yo € XoNX; e Vit > 0. 4.3)

Mostremos agora que Ky (t,7) < Ky (t, ). Para tanto, seja (z*”) uma sequéncia
ligante admissivel de x a 0 em Xy U X;.
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Temos que

n—1
E (g — xpy1) = x, comsomaem X+ Xj.
k=0

Agora, note que para cada par xy, xp 1 que pertenga a intersecgao, vale

Kyt zr — zpp1) <[| @x — 2ppa [lo +2 || 0 |1, se xg, 7441 € Xo

Kn(t,op — pq1) <[ O |lo +t || 2 — Tpgr |1, s€ 24, o1 € X1

Assim, podemos escrever
Ky(t, op — 2pp1) < he(@g, Tpy1) = mind|| 2 — 241 Jlost || 2% — Toya |1}
Se zp, xpr1 € X; \ X1, comi € {0, 1} temos
Ky(t,op — 2p1) <t || 2p — 2pa [i= ez, )

Entao,
Ky ( Zxk — $k+1) <
K

(t, 2k — Tpy1) <

MH

1T

0
-1

IN

ht(l’k, $k+1) .
0

i

Tomando o infimo sobre as sequéncias ligantes admissiveis de x a 0 em X, U X,
temos K (t,z) < Ky (¢, x), como queriamos.
Consequentemente, para todo ¢ > 0 e todo z € Xy N X, tem-se

KN(t,ZL’) < KM(t,l’) < 3KN(t,.T)
L

Proposicio 4.1.2. Dado um par de espacos normados compativeis (Xg, X1)x, 6 € (0,1)
el < q < oo seja Z = XygN Xy munido com a norma usual do K-espaco normado

interpolado
, d\
6.0.Kn= [t En(t,2)"— )
0

Agora, sejam X = X+ Xy com a norma Ky(1,-) e M o completamento relativo

I =

de Z em X = Xy + X;. Entdo M = Ygév , onde Ygév € o espago interpolado normado
usual.
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Demonstracdo:
Primeiro vamos mostrar que
()  McX,)
Seja x € M. Pela definicdo de M, existe uma sequéncia (z,) de pontos em
Z = XoN Xj tal que

(1) |20 = | xorx= 0,

(2) lim || 2y — 20 o,0,60=0
m,n—o0

Como

lim Ky(1,2, —2) = lim || 2, — 2 || x,+x,= 0
n—00 n—00

e Kn(1,-) é equivalente a Ky (t, -), para todo t > 0, segue que lim Ky(t,z, —x) =0,
n—oo
paratodo ¢t > 0, ou ainda lim Ky(t,z,) = Kx(t, z), paratodo t > 0.
n—oo

Para cadat > 0 e cadan € Nseja f,(t) = (t "Kn(t, z,))?/t. Como (z,,) é de
Cauchy em (X N X7, || - |lo.q.xx ), S€8UE que existe 7 > 0 de modo que para todo n € N,

o0
/ Fa®)dt =| 20 |5, 0 <7,
0

porque num espago métrico toda sequéncia de Cauchy € limitada. Portanto, cada f,, é
mensuravel e

lim f,(t) = lim (t P Kn(t,2,))9/t = (O Kn(t, )/t .= f(2).

n—o0 n—0o0

Pelo Lema de Fatou, temos

/ lim inf f,(t)dt < lim mf/ fu(t)
0

n—oo n—o0

ou seja,
T 0,0,Kn ; N\, T ; nlm mn Tn 0,0,Kn Y Q.

_KN
Portanto, z € X, q-
Agora, vamos mostrar que

(II) Xy M.

Sejaz € Yg;v . Como ¢ < oo, entdo para z € Ygév (pela densidade de X, N X,

K . . AL s
em X, '), concluimos que existe uma sequéncia (z,,) € X, N X, tal que

(*) | 2p — ||07Q7KN_> 0.
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Entdo por (), temos que || z,, — x || x,+x,— 0, porque o espaco interpolado estd
continuamente incluido em Xy + X;. Como toda sequéncia convergente € de Cauchy,
entdo (x,) é uma sequéncia de Cauchy em X, tal que

lim dx(z,,z) = lim || 2, — = ||xy+x,= 0.
n—oo n—oo

Isso mostra que x € M, portanto (/) e (/) garantem que M = Ygév :
[

Lema 4.1.3. Dado um par de espagos normados compativeis (X, X1)x, 0 € (0,1) e
1 < q < o0, considere Xy N X1 munido com a norma usual do K y-espago normado

interpolado
* e dt
Bogx = 2 llogry= [t Kw(t, 2)]
0

Agora, seja X = Xo + Xy com a norma dx(z,y) = Ky(1,2 —y). Se || - |l,,%
representa a norma do completamento relativo de (Xo N X1, B, , ) em (X, dx), entdo,
para todo x € 7;?, vale

1 {lggx= 12 llo.gry -
Demonstracdo:

Seja x € 755 . Pela Proposicdo 4.1.2, existe uma sequéncia (x,,) de pontos em
X = XoN Xj tal que

(1) |20 = | xorx= 0,

(2) lim || 2y — 20 [|o,6,60=0
m,n—o0

Como

lim Ky(1,2, —x) = lim || 2, — 2 || x,+x,= 0
n—00 n—00

e Kn(1,-) é equivalente a Ky (t, -), para todo t > 0, segue que lim Ky(t,z, —x) =0,
n—oo
paratodo ¢t > 0, ou ainda lim Ky(t,z,) = Kx(t, z), paratodo t > 0.
n—o0

Para cadat > 0 e cadan € Nseja f,(t) = (t "Kn(t, z,))?/t. Como (z,,) é de
Cauchy em (Xo N X7, || - |lo.q.xx ) S€UE que existe v > 0 de modo que para todo n € N,

/ Fal®)dt =|| 20 |5, 0 <7,
0

porque num espago métrico toda sequéncia de Cauchy é limitada. Portanto, cada f,, é
mensurdvel e

lim f,(t) = lim (t P Kn(t,2,))1/t = (t P Kn(t,2))?/t .= f(t).

n—o0 n—o0

Pelo Lema de Fatou, temos

/ lim inf f,(t)dt < lim mf/ fu(t)
0

n—o0 n—o0
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ou seja,

< dt L .
5 = / OBy ()1 < T it | (e = T [ 2 ey

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias aproximantes de z em (Xy N
X1, By, x), temos

1 116,g,50 < Boq.x (2 0),
onde f , % € a fungdo distancia associada a métrica 5, , 5.

Como essa desigualdade € valida para todo x € Yéfév , segue
I llogrn <l @ llggx Vo€ Xa (4.4)

Agora, como XN X, é denso no completamento de (XoN Xy, 5, %) em (X, dx),
para todo x existe (x,,) de pontos em Xy N X7 tal que

|| Lp — T ||9,q,y_> 0.

Logo, da desigualdade (4.4), (x,) é uma sequéncia convergente a x na norma

- llog.n

Como (Xo N X1, || - |logxy) estd continuamente contido no completamento
. =Ky
relativo (Xy || - [l5, ), segue, para todo n € N, temos

2 [lg.qx<Il #n llo.g.xx

Tomando o limite com n — oo na desigualdade acima, temos
2 g x<Il = llog.xn

qualquer que seja x € X x.
Portanto, vale || x ||, ,x=|  ||g,q,5y> cOMO querfamos mostrar.
|

4.1.1 Relacoes entre o Método de Interpolacio de Espacos Normados
e 0 Método de Interpolacao de Espacos Métricos

Corolario 4.1.2. Sejam (X, X1) um par de espacos normados compativeis, 6 € (0, 1)

Ky
0,9

L. . KN
espagos métricos pelo funcional Ky, com norma denotada por || - |lg.q i, € por X, q
o espago interpolado dado pela interpolacdo de espacos normados, com norma dada
denotada por || - ||g.q 1 vale, considerando X = X + X1 com métrica || - || x,+x,, que

e q € [1,00). Denotando por o espago interpolado dado pela interpolacdo em

_KN K]W
XG,q - g0

com inclusdo continua e normas satisfazendo

H T H97Q7KN§H z ”97117K1W§ 3 || z ||97Q7KN :
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Demonstragdo.

A demonstracdo segue do Lema 4.1.2 e do Lema 2.2.4. Depois, pela aplicacio do
Lema 4.1.3.
|

4.1.2 O J-Método Métrico no Contexto dos Espacos Normados

Outra questdao que se poe € se o J-espaco do caso normado coincide com o

J-espaco do caso métrico quando = (Xo,X1) é um par de espacos normados
compativeis.

Lema 4.1.4. Seja Y = (Xo, X1) um par compativel de espacos normados. Entdo, Qg 3
é uma norma sobre Xy N X;.

Demonstragdo:

Como Q3 € uma métrica sobre XM X; sé precisamos mostrar que € invariante
por translagdo e que dado A € R, temos o, (A, A\y) = Al a3 (2, ).

De fato, sejam x, y, z € XoNXj, (1Y) uma sequéncia ligante de z a y em X,N.X;

e (ko, k1, ..., k,_1) uma sequéncia de nimeros inteiros. Vale
S I g wia) =Y T2 @+ 2w+ 2).
kj=i kj=i

Portanto, a sequéncia derivada de = a y € igual a sequéncia derivada de x + z a
y + z. Isso mostra que Qg 3 € invariante por translacdo em X, N X;.
Agora, se A € R, entdo

Z J(2i,)\xj,)\xj+1) = |>\’ Z J(Zi,xj,xjﬂ).

kj:Z kj:z

Consequentemente, oy 2 (A@,y) = [A| oy 3 (7, 9).
- v |

Proposicao 4.1.3. Seja 7 = (Xo, X1) um par compativel de espagos normados. Entdo,

agg(a,0) > C [l allogs

1/q
tg(,0) < (1 ; 2<1-9>q) la llows +7(1,a),

para todo a € Xy N Xj.
Demonstracdo:

A afirmag@o oy ,(a,0) > C || a ||g4.s segue da sequéncia de afirmagdes:

g4(a,0) =7 Bpq(a,0) ~[l allogrx~ll alloq.r-

Seja (a;) ez tal que
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1) a; € XoN X, paratodo j € Z,

i) E a; = a, (convergéncia em X, + X;),
jEz

i) || (J(27,a;)) |[x,,, < oo
Entdo, considere a sequéncia ligante de 0 a a como segue:
r0=0, z1=a1, xo=0 e x3=a

Agora, considere o trio de nimeros inteiros dado por {(1,2,0)}. Paracadai € Z,

temos
.

J(2' zo, 1), sei=1
J(2%, 21, 39), sei=2

J(l,[[’g,l’g), set =10

L0 caso contrario.

- C"]q> " <[2901]q +[27%es)7 + [co]q) v

1€Z

(
= ([2—"J(21, 0, 2)]7 + (27207 (2%, 20, 0)]7 + [J(1.0, a)]q) "
(

1/q
[2700(2%, a))]? + [2720 (22, a1)]? + [J(1, a)}q)

: {“ +2070N 270 (2, an))? + [J (1, a)]q} :
|

1/q
(142000 S )|+ I(a)
i€Z
1/q '
:(1 + 2<1—9>q> | (J(2',a:))iez |5, +/(1,a), VneZ.
O resultado segue tomando o infimo sobre todas as representacdes candnicas

discretas de a.
[ |



CAPITULO

APLICACOES E EXEMPLOS DE
INTERPOLACAO METRICA

O presente capitulo mostra aplicacoes do método da interpolagdo de espagos
métricos que ndo podem ser resolvidos com a interpolacao de espacos normados usuais.

Vemos que existem espacos vetoriais normados, mas com corpo de escalares
diferente de R e de C, que aparecem na literatura e que carecem de um tratamento
especifico.

5.1 Os Espacos Q[/r] e Q[y/5]

Dado um nimero natural primo p, definimos o conjunto

Qlvpl = H{a+byp; a;beQ}.

Este conjunto aparece com frequéncia na dlgebra, em especial na teoria da
extensdo de corpos. Ele € um corpo obtido pelo isomorfismo com o quociente do anel de
polindmios com coeficientes racionais Q[z], pelo ideal maximal gerado pelo polindmio
irredutivel 2> — p.

Esse conjunto é um espaco vetorial normado, de dimensado 2, sobre o corpo dos
numeros racionais.

Mostraremos que embora esse conjunto ndo possa ser analisado sob o tratamento
da interpolacdo de espacos normados, por ndo ser um espaco vetorial real, ele ainda possui
tratamento pela teoria da interpolacdo em espacos métricos.

Sejam r, s € N niimeros primos distintos. Considere Xy = Q[v/7], X1 = Q[v/3]
e X = R munidos da métrica induzida do valor absoluto de R. Temos que X, N X; = Q
e,parax,y € XoNX;et >0, vale

min{1, t}dx(z,y) < Ky (t,z,y) < min{l, t} Jy(1,z,y).

Note que dx(z,y) = |z — y| e Jy (1, z,y) = |z — yl.
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Assim, vale
min{l, t}|z — y| < Ky (t,2,y) < min{l, t} |z — y|.
Consequentemente,

Dy q(z,y) = Mpq |7 — 1y,

onde My, = @y ,(min{l,-}).

Isso nos mostra que o espago interpolado € toda a reta, pois se z € R, existe uma
sequéncia (z,) de Cauchy de pontos em (Q, | -|) tal que |2, —z| — 0. Consequentemente,
(24) € de Cauchy em (Q, My, | - |) e My 4|2, — 2| — 0. Portanto, z € X .

Como a inclusdo contraria é imediata da definicdo de completamento de Cauchy,

K
0,9

Vamos determinar agora qual é o espaco interpolado ?éq. Da inclusdo do
Jrr-espago no Ky -espaco, segue que
1
279,00,1

temos R =

Dy q(2,y) < dgg(z,y), Yo,y € Q.

Ja sabemos que nesse caso, Dy ,(x,y) = My, |x — y| e que
doq(7,y) <2°¢70 J(t, 2, y), Yo,y €Q, Vt > 0.

Acoplando as desigualdades, temos, para z,y € Q

M,
Y —y| < dgg(r,y) < 27470 J(t,2,y), VE> 0.
270,00,1
Para
) L 1/9[(1 — )0 ¢/
2-20 201 ’
temos M v
9,(] evq
T —y| < dgg(r,y) < J(t, 2, y).
299,00,1 ’ ’ q( ) 290,00,1 ( )
~ M@ q
Se para os valores de 6 e ¢ temos ¢ < 1, entdo dp ,(z,y) = ——|z — y|, para

6,00,1

todos =,y € Q e logo, R = qu = qu com métricas equivalentes.

5.2 Uma Aplicacao da Interpolacio Métrica na Teoria da
e-Capacidade
Sejam (Y, dy) um espaco métrico e X C Y um subconjunto qualquer. Dado

e > 0, definimos a e-Capacidade do conjunto X, denotada por M x(g), como sendo o
ndmero tal que

Mx(e) =sup{M; Jz1,29,..., 2y € X ¢ i;lfdy(xi,xj) > e}
i#j
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O valor log, M x () é chamado de e-Capacidade do conjunto X em Y.

Note que podemos ter log, My (¢) = oo, para algum subconjunto X e algum
e > 0.

Sejam (X, X;) um par de espagos métricos compativeis com X; C X, e
do(z,y) < Cdy(z,y), paratodo x,y € X1,0 € (0,1) e q € [1,0].

Se E = X', ou E = X, definimos

My (g; E; Xy) = sup{M; Jx1,...,2n € Xy, supdi(z;,y) <1 12de($z7$J) > e}
i#j

.1
e também

My(E;XO;Xl) = Sup{Mv Elxlv ey T S X17 Supd1<xi7y) S 1 lgde(xu:B]) > 6}
i#j

(5.2)
Podemos relacionar essas duas funcdes pela proposi¢cdo seguinte.
Proposicao 5.2.1. Temos que
1

onde C' é a constante tal que dy < C' d; e p depende apenas de 6 € (0, 1).

Demonstragdo:
Sejam w1, z3, ...,z € X; de modo que M = M, (e; E; Xy),

sup dy(z;,y) < 1
inf dg(z;, ;) > €.
i#j
Usando o Corolério 2.5.1 e a desigualdade triangular, temos

e <infdg(z;,z;) < C[do(z;, xj)]l_e [d1<$z‘7$j)]6
< C'ldo (i, )] [d (@i y) + di (5, y))’
<C [do(%,l‘j)]l_e [dy (2, Ij)]e <C [do@i@j)}l_e 2%

Logo,

1-6
2% (%) < infdg(xi,xj)a

. 0
e temos assim o resultado com p = 27-9.



CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho objetivou contribuir com o estudo da teoria da interpolagdo. Ao
longo do texto, o objetivo se manteve sempre em generalizar o maximo de propriedades
da interpolacdo nos espacos normados. Ainda nessa dire¢do, sempre foram considerados
os espacos métricos com menos estruturas e propriedades especificas.

Embora a motivagdo inicial desse trabalho tenha sido mimetizar propriedades
conhecidas, ele tomou sentidos independentes e € por si proprio uma area interessante
e aparentemente ainda frutifera.

Muitos problemas surgiram na elaboracdo desse texto e ainda estdo em aberto,
como por exemplo a existéncia ou ndo de espagos métricos tais que o método Jy; € o
método K, sejam equivalentes no sentido de gerarem o mesmo espago de interpolacdo e
terem métricas equivalentes.

Outro problema € a validade de um teorema sobre compacidade de operadores de
Lipschitz, quando o dominio do operador € um dos espacos de interpolacdo. Tal teorema
¢ verificado no caso de espacos normados, mas ainda ndo foi verificado para espacos
métricos.

Também ndo foram estudadas as relacdes do método de interpolacdo métrico,
aplicado em espagos normados, e 0 método de interpolacdo complexo.
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